KLINGNE TAKACS ANNA Természetes?

A kévetkezd gondolatok akkor jutottak eszembe, amikor kislinyom elsg osztilyba kezdett
jirni. Persze elGtte is gyakran téma volt ez matematikaérdkon a tanitvinyaimmal. Mi az,
ami a névendékeimet is izgatta? Természetesen, hogy a 0 a természetes szimok k6zé so-
rolandé, avagy sem.

Mi okozhatja ezt a bizonytalansigot?

Kezdjiik mindjirt az elején! Hogyan is tanitjuk szimolni a még éppen csak cseperedé gyer-
mekiinket? Természetesen igy: 1, 2, 3 és igy tovabb. Sz6 sem esik a nullirél. Az éltalinos
iskoldba érve az elsé szdmjegy, amit megtanul, a 0. Mi is az a nulla? — kérdezik. Hit, az a
semmi — hangzik a vélasz. Igen nehezen értik meg azokat a miveleteket, amelyekben a 0
hozzdadésa, illetve kivondsa szerepel. A kovetkez§ nehézség aztin a 0-val valé osztis.
Ugyanis azt még csak elképzelik, hogy ,semmi szorozva a semmivel vagy akar 2-vel, a ka-
pott szorzat értéke 0 lesz”. Bir a tanult szorzétibla sem tgy kezdédik, hogy 0-szor 1, 2, 3,
vy 10,

,Semmi részre” osztani valamit? Még kimondani is furcsa! Nincs értelme! Aztdn ezt ma-
tematikaérikon egyfolytiban hangsilyozzuk.

Tekintsiik dt a szdmfogalom torténeti kinlakuldsdit!

Természetiinkb8] adéddan szeretjiik dolgainkat szdmon tartani, szimolgatni, mennyiségi-
leg 6sszehasonlitani. Biztosan igy volt ez az GsidSkben is: az §sember 1 mamut elejtésekor
1 vonalat hdzott a barlang faldra, 2-nél 2 vonalat és igy tovibb. A vonalak hizogatdsa azon-
ban hosszadalmas volt, igy idvel ezeknek kiilon jeloléseket taldltak ki. Igy alakultak ki a
szamjegyek. Két csorda osszeterelésével sem volt gond, csupédn csak 6ssze kellett adni az
egyes csordik példinyainak szimdt. Az sszeadds miikodott. (Ezt ma Ggy nevezziik, hogy
a természetes szamok halmaza az &sszeadds miiveletére nézve zirt, azaz két természetes
szam Osszege is természetes szdm, nem vezet ki a természetes szimok korébél, halmaza-
bol.) Az elsé veszekedéseket az vélthatta ki, amikor t6bb édllatot akart a csal6dott tars elhaj-
tani a csordabol, mint amennyit bevitt. A kivondssal baj van! 5 marhdbdl 7-t elhajtani? Ho-
gyan lehet? No, azért, hogy ezt a miiveletet is el tudjuk végezni, késébb bevezették az egész
szamok fogalmit. Egész szimoknak nevezziik a két természetes szam kiilonbségeként el6-
4ll6 szamokat.

A szimirs legkordbbi bizonyitékira Dél-Afrikiban, Szvazifoldon bukkantak, ez egy paviin
szarkapocscsontja, 29 bemetszéssel. Ez a lelet koriilbelil i. e. 35000-re keltezhets, a Cseh
Koztirsasig teriiletén taldltak meg egy farkas orsécsontjit, a kora megkozelitSleg 32000 év,
rajta 55 bemetszés, két, 6tos csoportokbdl 4116 sorban. Az elejtett dllatokat szamldlhattik
igy 6ssze. A kb. i.e. 20000-b6l szirmaz6 tin. Isango-csont, amelyet Uganda és a Kongéi
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[ Demokratikus Koztirsasig kozott hiz6dé Edwards-t6 partjan taliltak, mdr nem csak rovis-

pélca. A mikroszkopikus vizsgilatok tovabbi jeleket deritett fel, amelyek a Hold fizisaiva]
lehetnek kapcsolatban.

F& matematikai forrdsaink részben az Obabiloni Birodalombél szdrmaznak. Ok hatvanas
alapt szimrendszerrel dolgoztak, ami az idGegységek felosztisdban a mai napig is hasznj-
latos. Kb. i. e. 2000-t3] terjedt el a helyi értékes rendszer, amely csak két ékirisjelet hasz-
nélt. A szamkort kibGvitették a hatvanados tortekkel, viszont a 0-ra nem volt jeliik. Az ilyen
helyi értéket jelzé szimbélumot az Ujbabiloni Birodalom létrejottéig nem haszniltak.
Ezért az 6babiloni szdimok értelmezésekor nem 4rt az Gvatossd, mivel mindig a szoveg-
osszefiiggésbdl deriil ki a szimbélumok helyes értelmezése.

Kis rorténeti kitekintés utdn térjiink vissza eredeti témdnkhoz!

A mennyiségek megsokszorozisa természetes szimokkal szintén j6l miikodott. A kévetke-
z6 nehézség az igazsigos részekre osztds problémdja volt, igy alakult ki a racionalis szimok
fogalma. (Raciondlis szimoknak nevezziik az olyan 2/}, alakban felirhaté mennyiségeket,
amelyekben ,,a” egész szimot jelol, ,b” 0-t6l kiilonb6z8 egész szdm. Az osztozkodds Gster-
mészetiinkb6l adédik, ,semmi”-részre elosztani valamit igencsak messze ill elképzelése-
inkt6l. Ezek szerint a 0 nem természetes szdm, mert egyik leg8sibb fogalmunkat nem tud-
juk vele értelmezni. (Megjegyzem, én még igy is tanultam.)

Az emberiség fejlédése, a technika vivmdnyai a kiilénbz8 tudomédnyigak kialakuldsihoz
vezettek. Igy sziiletett meg a matematika is, s hozta magdval az djabb szdmfogalmak kiala-
kulasit: els6ként taldn az irraciondlis szimok fogalma alakult ki, annak kapcsin, hogy az
x’=2 egyenletet meg akartuk oldani. Ekkor vezetjiik be a 2, |3 fogalmat, még bizonyitjuk
is, hogy nem irhaték fel két egész szdm hdnyadosaként. De mi a helyzet a mw-vel? Mir az
6kori gorogok is probiltak jo kozelitéseket adni az értékékére. Ma mir tudjuk, hogy & sem
all el két egész szam hdnyadosaként.

A kovetkezd probléma az x’=-1 egyenlet megolddsa volt, igy jutunk el a komplex szimok
fogalmahoz.

Alapvetd természetiinkbdl adédik, hogy szeretjiik elképzelni dolgainkat. A szdmokkal sincs
ez masképp. Alkottunk egy modellt, amelyen mindenki jél eligazodik. Ez a modell a sz4m-
egyenes. Az egyenes egy folytonos vonal. Felmeriil a kérdés: vajon tudunk-e minden egyes
pontjdhoz szimokat rendelni? A vilasz: igen. A 0 és az egység kijel6lésével egyértelmiien
meghatirozzuk a szimok helyét (a tortek pontos helyének meghatirozdsihoz a pirhuza-
mos szel6k tételét, a |2, 3 meghatirozidsihoz Pitagorasz-tételét alkalmazzuk).

A szamegyenes nagyon is valédi! A szimegyenes pontjainak megfeleltetett szimokat hit el-
neveztiik valés szimoknak.

A komplex szimok szemléltetésénél mdr ki kell 1épniink az egyenesbdl, &ket sikban 4bra-
zoljuk, akircsak a koordindta-rendszerben az origé kézépponti helyvektbrokat.

De térjiink csak vissza a 0-hoz!

Ertelmezziik a hatvany fogalmadt, majd a negativ egész kitev8s hatvanyt, tortkitevdst. A ka-
pott értékeket dbrizoljuk koordinita-rendszerben, majd utina azt mondjuk, hogy az ily
médon definidlt hatvinyfogalomra épitve és a permanencia-elvet nem sértve, a 0-tél



kiilonb6z6 valés szamok nulladik hatvinyit 1-nek definidljuk (a 0 nulladik hatvinyit nem
értelmezzik).

Tekintsiik 4t a figgvények grafikonjainak alakjat!

Az exponenciilis fiiggvények az alabbi alakot oltik, ha az alapszdm nagyobb 1-nél.
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Alakjuk az alabbi lesz, ha az alapszdm 0 és 1 kozé esik.
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Ugy szoktunk fogalmazni, hogy a matematika egyik ,mély” fogalmahoz jutottunk, amit az
emberi agynak tanulnia kell. Tulajdonképpen az exponenciilis fiiggvény folytonossigirdl
van sz0, a folytonossdg pedig a matematikai analizis egyik legnehezebb, ,legmélyebb” fo-

galma.

Tehdt a 0 nem is olyan természetes szdm, mint a tdrsai.

Gondoljuk csak 4t a természetes szimok megadésit Peano-féle axiémaékkal:

P1: N nem iires halmaz és van egy kitiintetett eleme a 0, ami benne van az N halmazban.
P2: Adott egy ’ leképezés, mely az N halmaz elemeinek megfelelteti az N halmaz elemeit.
P3: Nincs olyan n, melyre n’= 0.

P4: Minden n,m N-beli elemek esetén, ha n’=m’, akkor n=m.

P5: Ha UCN olyan, hogy 0€U és ha n€U mindannyiszor »’€ U, akkor U=N.

Az axiémadk is igy fogalmaznak, hogy van egy kitiintetett elem, és ez a 0.
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m— . dolatébresztének szdntam a fent leirt mondatokat. Figyeljiink a szimfogalom kialaki.

tésa kapcsin, mert ami nekiink mir egyértelmd, azt gyermekeinknek tanulnia kell. Az elsg
iskolds években jol alapozzuk meg a természetes fogalmit és miveleteiket, térjiink ki eset-
leg arra, hogy melyek a negativ egész szimok, milyen meggondoldsokra vezethetd vissza 3
bevezetésiik. Felsében tovibb erdsithetjiik ezt, valamint a racionélis szdm fogalm4t és mg-
veleteit, kiilon kiemelve a két alakot (tizedes és kozonséges tort), kitérhetiink néhany valgs
szdmra is a Pitagorasz-tétel kapcsan. A kozépiskoldban mar tovabb tudjuk béviteni a szdm-
fogalmat a racionilis és irracionilis szimok fogalmaval, modellezziik a valés szamokat a
szamegyenessel, gyakoroljuk az irracionilis szimok mfiveleteit.

A tanuldsnak azonban itt még nincs vége, a tovabbi értelmezések megtanuldsa pedig mir a
felsGoktatds feladata.

Erdemes beszélgetni tanitvinyainkkal a fogalmak torténeti kialakuldsdrdl, érdekelni fogja
Sket, akdrcsak az ékori, kozépkori térténelem.

A 2004/2005-6s tanév megnyité {in-
nepélyén jelen volt 32 idGs pedagé-
gus. Ok 50 éve vagy még régebben
kaptak tanitéi, 6vénéi oklevelet. Un-
nepélyiinkon vehették dt a diszokle-
velilket, majd vendégiil litta Gket
Rosta Istvin, a Kaposviri Egyetem
Pedagégiai Féiskolai Kardnak f6-
igazgatdja és tobb vezetStirsa. A Pe-
dagégiai Kar egyébként Gsszesen eb-
ben az évben 173 taniténak, évons-
nek adott ki diszoklevelet. Koziilik
138-an arany-, 25-en gyémant-, 6-an
vas- és 4-en rubinoklevelet kaptak at-
t6l fiiggben, hogy 50, 60, 65. illetve
70 évvel ezelGtt szerezték meg erede-
ti okleveliiket. Sokan iinnepélyes ke-
retek kozott vették 4t diszokleveliiket
Pécsett, vagy lakéhelyiikon, volt
munkahelyiikon. SzerkesztGségiink
is gratuldl idGs kollégdinknak és bé-
kés, nyugodt éveket, kinek-kinek
djabb diszoklevelet kivinunk.




