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KOVACS VERONIKA!

Grafok modern bevezetése a kozépiskolaban

A grafelmélet a matematika egy napjainkban gyorsan fejlodo teriilete. A navigacios rendszerek,
az emberi kapcsolatok vagy akar az agysejtek rendszere is modellezheto grafok segitségével.
1984-ben Magyarorszagon még a matematika tandari képzésnek sem volt része a grafelmélet,
azonban ma mar a kézépiskolai érettségi kotelezo eleme. Munkankban egy kozépiskolai
grafelmélet-oktatdsi modszerre tesziink javaslatot. Kutatok javaslatai alapjan dolgoztunk ki egy
tananyagot, melyet egy kilencedikes osztdalyban probaltunk ki. Veégiil egy korabbi érettségikbol
valogatott feladatsor segitségével teszteltiik a tanitdsi modszeriinket.

Bevezetés

A kozépiskolai matematika tananyag a matematika szamos 4agat érinti. Ilyen példaul az
egyenletek megoldasa, a geometriai transzformaciok, a valosziniiségszamitas, a fliggvények
témakore vagy a kombinatorika. Bétran kijelenthetjiik, hogy a legmostohdbban targyalt két
témakor éppen két olyan része a matematikdnak, amelyben a magyar kutatok vezetd szerepet
jatszanak vilagszerte, és amelyek szamos fontos alkalmazassal birnak. Ez a két teriilet a
szamelmélet és a grafelmélet.

A szamelméletre a teljes négyéves kerettanterv 4-5 orat(!) szan, azt is 9. osztalyban. A
szamelmélet oktatdsdnak kozépiskolai helyzetérdl (Csanyi, Fabian, Szabo, Szabo, Vasarhelyi,
2016) (Csanyi, Fabidn, Szabo and Szabd, 2015) mar késziilt felmérés. Dolgozatunkban a
grafelméletet vizsgaljuk.

A grafelmélet €s annak alkalmazésai a matematika és a tudomany (egyik) robbanasszeriien
fejlodo teriilete. Magyarorszagon az elsé grafokkal foglalkozo feladat 1947-ben bukkant fel a
Kiirschdk Jozsef Matematikai Tanuloversenyen. Grafokat eldszor Lovéasz Laszld tanitott
Szegeden a ’70-es évek végén, *80-as évek elején. Konyvét (Lovasz, 1999) az egész vilagon
alapmiiként kezelik. Budapesten 1981-t0] oktatnak grafelméletet, és 1985-t0l része a
tanarszakos anyagnak, 1991 ota pedig mar minden miiszaki-informatikai szak anyaganak

szerves része.

! egyetemi hallgato, E6tvos Lorand Tudomanyegyetem, vera.kovacs21@gmail.com
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A grafelmélet jelenléte a mindennapjainkban folyamatos. Az elméletnek mar kiilon
teriiletei vannak, kiilon-kiilon alkalmazasokkal a mindennapi életben. Ezek felsoroldsa tulmutat
a munkakon, csak néhanyat emeliink ki a szemléltetés kedvéért.

Egy érdekes példa a szamitdogépek alaplapjainak, illetve a nyomtatott aramkorok
készitésének elmélete. A kérdés a kdvetkezd: adott egy alaplap-elrendezés pontokkal és élekkel.
Hogyan allitsuk be (programozzuk) az aramkornyomtatd gépet, hogy az az dramkort a lehetd
leghatékonyabban készitse el. Csak errdl az egy témarol évente hat-nyolcszaz, nemzetkdzileg
referalt folyoiratcikk jelenik meg. Ha egy frissebb monografiat keresnénk, akkor talan Promelt
(2002) ajanlanank.

Egy masik jol ismert és sokat hasznalt alkalmazas a parositasok elmélete. Mig meseszertien
a didkok szamara jo motivacidé Artar kirdly udvaraban az urholgyeket és a lovagokat parokba
osztani a balhoz ugy, hogy mindenki csak neki kedves partnerrel tancoljon, a valosaghan az
elmélet hasznéalata nem ismer korlatokat. Ezt alkalmazzak sportbajnoksagok szervezésénél,
allaskeresésnél, egyetemi felvételinél ¢&s gazdasagi folyamatok szabalyozasanal,
modellezésénél. A 2010-es kozgazdasagi Nobel-dijat Christopher Pissarides a stabil
parositasokon alkalmazasara és fejlesztésére kapta. Elmélete (Pissarides, 2000) a stabil
parositasok segitségével kiegyenlitette a munkaer6-kinalat és munkaerd-ajanlat kozti
egyenldtlenségeket.

A 2012-es kdzgazdasagi Nobel-dijat ismét a parositdsok alkalmazasaért itélték oda?,

A tovabbiakban megemlitiink a grafok mindennapi alkalmazhatosagarol, alap- és
kiindulasi mtként Dieter, (2013) monografiajat ajanljuk.

A legrovidebb utkeresés algoritmusa az egyik olyan algoritmus, amely szamitogépre is
gyorsan implementalhat6. Ezt hasznaljak tobbek kozt az utvonaltervezd programok, az
internetes keresok, de szamos alkalmazasa van a kereskedelemben, aruellatasban. Itt nemcsak
az lehet a kérdés, hogy két pont kozott melyik a legrovidebb t, hanem az is, hogy egyszerre
mondjuk meg barmely két pontra, hogy ott mekkora ez az értek.

A grafok Osszefiiggésével és tObbszoros Osszefliggésével mérhetd rendszerek erdssége,
biztonsaga. Ilyen példaul a szamitogépes haldzatok, varosi kozlekedési viszonylatok vagy
éppen az energiaellatds halozata. Amikor valamibdl a legjobbat, legolcsobbat vagy
legnagyobbat keressiik, akkor jon szoba a stlyozott keresési algoritmusok elmélete. A moho
algoritmus és a kiilonb6z6 alternald modszerek mellett itt megjelennek olyan feladatok is,

amelyeket bizonyitottan mar egy szamitdégép sem tud kezelni. Ide kapcsolodnak a szinezési

2 https://www.nobelprize.org/nobel_prizes/economics/laureates/2012
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feladatok is, amikor egy graf csucsait vagy éleit probaljuk kiilonbozé szabalyok szerint
szinezni.

Halozatok egyszertisitett leirasara €s taroldsara is alkalmas a feszitdfak és a legolcsobb
feszitofak keresése. A kvantumkémia egyik ujszerii eredménye példaul (Arendas,
Furtenbacher, Csaszar, 2016) a mélységi feszitofak segitségével leirja egy molekula teljes
energia spektrumat. Ez az eredmény kémiai vagy fizikai modszerekkel teljesen reménytelen
volt.

A grafok alkalmazasdhoz tartozik még szamos olyan teriilet, mint csdvezetékek
aruellatas biztositasa, halézatok kialakitasa,

kapacitasainak tervezése, szamitogépes

stabilizalasa stb., amelyeket ebben a munkaban mar nem sorolunk fel.

1. Kutatok és tanarok véleménye

A grafoktatds helyzetének feltérképezésekor természetesen elengedhetetlen maguknak az
oktatoknak a felkeresése. Fontosnak tartottuk a teriilet szakértdinek a megkérdezését. Ennek
érdekében Magyarorszag legelismertebb, grafelmélettel foglalkozd professzoraival
beszélgettiink. Megkérdeztiikk az ELTE-r6l Frank Andrast, Lovasz Laszlot, Sziklai Pétert €s
Sz6ényi Tamast, valamint Szegedrél Hajnal Pétert. Kivancsiak voltunk arra, hogy 6k milyen
bevezetési lehetdségeket tartanak célravezetdnek a grafok oktatasaban.

Osszegzésként készitettiink egy tdblazatot (I. tdbldzat), amelyben a grafelmélettel

foglalkoz6 egyetemi oktatok véleményét foglaltuk ossze.

Frank Andras Hajnal Péter Lovész Laszlo Sziklai Péter

Fontos v v v v
Fogalmak - — — —
Modellezés v 4 v v
Valosagkozeli

v v v v
feladatok
Alkalmazasi ] Ko6z6sségi

Kémia, 6rarend GPS, internet

lehet6ségek oldalak
Legrovidebb ut ? — v
Euler v v
Tovabbképzés v

1. tablazat. Egyetemi tanarok véleménye
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A tablazatbol jol lathat6, hogy valamennyien nagyon fontosnak tartjadk a grafok oktatasat,
valamint a modellezési, és valosagkozeli feladatok alkalmazéasat a témakorben. Az
alapfogalmak sulykolasat tobbségiik nem tartja célravezetdnek.

Hajnal Péter szerint a grafelmélet bevezetésekor nagy segitség, hogy az egyszeriibb
feladatok lerajzolhatok, ezéltal a didkok konnyebben megértik oket, el tudjak képzelni a
problémat. Szerinte is fontos valdsagkozeli, érdekes feladatokat adni a diakoknak, azonban
szem elott kell tartani, hogy a valdsdg mindig bonyolultabb. Példaul jo oOtletnek tartja
orarendtervezéssel kapcsolatos feladatok megoldasat, figyelembe véve azt, hogy a valosdgban
sokkal tobb befolyasolo tényezd van, mint amennyit egy ilyen feladat keretei megengednek.

Lovasz Laszlo elmondta, hogy az alkalmazédsok id6rdl iddre valtoznak. A kiilonféle
kongresszusokon mindig téma az, hogy épp az adott idében mit tekintiink matematikai
alkalmazasnak. Ezek az alkalmazasok folyamatosan valtoznak, ezért az oktatasban is allanddéan
frissiteni kellene 6ket. Ezt 6 a tanarok rendszeres tovabbképzésének a keretében tudja
elképzelni.

Sziklai Péter izgalmas és szemléletes feladatok bemutatasaval keltené fel a didkok
érdeklédését a grafelmélet irant. Erdekesnek tartja azokat a példakat, melyekben a cél a
legrovidebb ut megtalalasa. Ennek latvanyos bemutatdsara két modellt is javasolt. Az elsd
esetben egy csatornahdlozatot tekintlink, melyet szeretnénk vizzel feltdlteni. A masodik
javasolt szemléltetési modszer egy fagolyos Dijkstra-modell.

Sz6nyi Tamas ramutatott arra, hogy a grafelmélet csupan 1984 6ta szerepel a matematika
tanari képzés kotelezd tantargyai kozott, igy akik korabban szereztek diplomat, még nem
tanultak, ezért idegenkednek tdle.

Természetesen nem csak az egyetemi oktatokat kérdeztiik meg. Kozépiskolai matematika
tandrok véleményét is kikértiik a grafok tanitasarol. Arra voltunk kivancsiak, hogy mennyi id6t
szannak a grafok tanitasara, mik azok a fogalmak, feladatok, amik szerepelnek az 6rdkon, €s
mennyire szeretik tanitani ezt az anyagrészt. Felkerestiik tobbek kozott Klacsakné Toth Agotat,
Nikhazy Laszlonét, Gerdcs Laszlot, Marton Sandort és Szabo Szabolcsot. Rajtuk kiviil tobb
kozépiskolai tandr csak név nélkiil vallalta, hogy mesél nekiink arrdl, hogy hogyan oktatja a
grafelméletet.

A valaszok meglehetdsen sokrétiiek voltak. Sokan csak az egyszeriibb feladatokig jutnak
el, szerintiik a grafok egyaltalan nem fontosak ezen a szinten. Taldlkoztunk olyan véleménnyel
1s, mely szerint annyira egyszerli a grafelmélet, hogy azt a didkok otthon, egyediil is fel tudjak

dolgozni. Beszélgettiink tobb olyan tanarral, akiknél egyaltalan nem szerepelnek grafok. De
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természetesen tobb olyan beszamolot is hallhattunk, akik kihasznaljak a kerettanterv nytjtotta
lehetdségeket, és igyekeznek minél tobbet bemutatni a didkoknak a grafok szines vilagabol.
Osszegzésként elmondhatjuk tehat, hogy a kozépiskolai tanarok véleménye igen
valtozatos, de néhany pontban tobbségiik egyetért. Ide sorolhatd az idéhiany, valamint az, hogy
érettségin alig szerepelnek graffal kapcsolatos feladatok, igy mas tananyagot fontosabbnak
tartanak. Mindannyian hangsulyoztak, hogy az alapok nem tul nehezek, és ha lenne ra t6bb idd,

akkor hasznos lehetne az oktatasuk.

2. Bevezetési lehetéségek

Az eddigi kutatasi eredményeink figyelembevételével a kdzépiskolai grafelmélet oktatasanak
egy Uj felépitésére tettiink javaslatot. Célunk annak megmutatasa, hogy létezik olyan felépités,
modszer, amely megfelel a matematikusok altal tdmasztott igényeknek, a tantervi céloknak, és
egyuttal nem allitja megoldhatatlan nehézségek elé azokat a tanarokat sem, akik a témaval nem
foglalkoztak egyetemi tanulményaik soran.

Két merdben kiilonbozd téma segitségével dolgoztuk ki bevezetd feladatsorainkat. Ezek
kivélasztasakor fontosnak tartottuk, hogy minél kdzelebb élljanak a didkok mindennapjaihoz.
Célunk felhivni a didkok figyelmét arra, hogy a graf nemcsak kotelezo tananyag, hanem egy
olyan eszkdz is, amelyet indirekt modon szinte mindig alkalmazunk a hétk6znapokban. Ennek
megfelelden valosaghoz kozeli, gyakorlatias feladatok kidolgozasara torekedtiink.

A két f6 témakor, amelyek koré a feladataink épiilnek, a facebook, valamint a kozlekedés
Budapest tervezett metrohaldzat-térképének segitségével, melyekhez kapcsolodd példak
nagyon jol szemléltethetok grafokkal. Mindkettd segitségével bevezethetok a grafelméleti
alapfogalmak, amiket érdekes és valtozatos feladatokon keresztiil ismerhetnek meg a didkok.
Nagy eldnyiik az eddigi feladatokhoz képest, hogy kozvetleniil mutatjadk meg a grafok

alkalmazasi lehetdségeit.

2.1 Utvonaltervezés

A grafelmélet egyik, napjainkban talan leggyakrabban haszndlt teriilete a legrovidebb ut
keresésének probléméja. Ennek oktatisat tobb, altalunk megkérdezett kozépiskolai tanar €s
egyetemi professzor a kozépiskolasnal joval magasabb szintiinek tartja. Véleményiink szerint

azonban megfeleld ravezetéssel egy kozépiskolas is el tudja sajatitani az algoritmus hasznalatat.
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A legrovidebb ut keresésére szolgald algoritmusok koziil legfontosabbnak a Dijkstra-
algoritmus tekinthet. Ugyanis ez alapjan a moddszer alapjan miikodnek az utvonaltervezd
programok és a GPS-ek is. A Dijkstra-algoritmus egy graf adott csticsabdl az Gsszes tobbi
csticsba vezetd legrovidebb utat keresi. Az algoritmus bemutatasara készitettiink egy feladatot,
melyben Budapest tomegkozlekedését hasznalva kell legrovidebb utat keresniink.

A teljes feladatsorok az alabbi linken talalhatok meg:

http://www.cs.elte.hu/~csaba/tdk/hungaricum_otdk.pdf

2.2 Gyakorlat
Természetesen egészen iddig ez egy elméleti kutatas volt csupan. A reguléris tanorai kiprobalast
két proba eldzte meg.

Elészor az Arpad Gimnaziumban, az Arpad napok keretében kaptunk lehetdséget
feladatsoraink kiprobalasara. A 90 perces interaktiv eldadasunkon matematika irant érdeklddo,
lelkes didkok vettek részt. Az eléadas soran dsszesen 10 feladatot sikertilt a didkokkal kozdsen
megoldanunk. A 10 feladat koziil 7 a facebook, 3 pedig a metr6 témakorébol keriilt ki. Ezek
utan egyiitt végigesinaltuk az Gtvonaltervezds feladatot is. Ahogy az varhato is volt, a gyerekek
végig nagyon aktivak voltak, konnyl volt veliik egyiitt dolgozni, a feladatokat iligyesen
megoldottak.

Ezek utan a Budapesti Gazdasagi Egyetemen kaptunk ijabb lehetdséget. OKJ-s képzésben
részt vevo elsdééves web-programozd szakosoknak tartottunk két 90 perces gyakorlatot. A
gyakorlatok soran mindkét témakorbol 10-10 feladatot oldottunk meg, és természetesen sor
keriilt az Gtvonaltervezéses feladatra is. Nekik mar tobb gondot okoztak a feladatok. Ezek az
orak sokkal kozelebb alltak a reguléris tandrakhoz, sokat segitettek abban, hogy tudjuk, mire is

szamithatunk majd.

2.3 Negy grafelméleti ora a gyakorlatban

Feladatsorainkat az eddigi tapasztalataink alapjan atdolgoztuk és javitottuk, miel6tt tanorai
keretek kozé keriiltek. Majd ezeket &sszel a Varosmajori Gimnazium és Kés Karoly Altaldnos
Iskolaban, egy 9-es, nyelvi el6készitds osztalyban probaltuk ki. Mivel ez egy nulladik
évfolyam, ezért nekik a nyelvoraikon kiviil csak testnevelés, informatika €s heti masfél ora
matematikaora szerepel az orarendjiikben. Ebben az évben a matematikadrak célja az altalanos
iskolds tananyag ismétlése, az esetleges hidnyossagok potlasa, valamint az eddigi ismeretek
szinten tartasa. A 17 didk Budapest kiillonboz6 altalanos iskoldibdl érkezett, nagyon kiilonb6zo

tudasszinttel. Sajat vallomasuk szerint tobben nem érdeklédnek, és nem is szeretik a
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matematikat; ugyanakkor a csoportban olyan didk is van, aki ért mar el eredményeket
matematikaversenyen. A csoport nagyon fegyelmezett és szorgalmas. A tanmenetiik 4 6rat szan
grafok oktatasara, ezt probaltuk a lehetd legjobban kihasznalni.

Mivel teljesen 0j anyagrésszel kezdtink el foglalkozni, ezért az elsé ora jellemzo
munkaformdjanak az egyéni €s frontalis munkaformat valasztottam. Ezt fokozatosan valtotta
fel a parmunka. Két {6 oktatasi célt tiiztem ki, egyik természetesen a graffal kapcsolatos
alapfogalmak (cstics, ¢él, fokszam, teljes graf, parhuzamos él, hurokél, egyszerii graf)
elsajatitasa volt, mig a masik f6 cél kezdetben az egyszeriibb, majd egyre Gsszetettebb grafok
szemléltetése volt. Elsddleges nevelési célnak a didkok esztétikus munkara vald igényének
kialakitasat gondoltam. A masodik 6ratol kezdédden a parmunka megjelenésével a kdzosségi
nevelést, valamint a kozos munkéban val6 hatékony részvételre nevelést is célul tliztem ki. A
képzési célok koziil a legfontosabbnak érzem, hogy a gyerekek meglassak a matematika
alkalmazasat a mindennapi ¢életben. Nem titkolt célom ezzel az volt, hogy felhivjam a didkok
figyelmét arra, hogy a grafok nem csupan kotelez6 tananyag, hanem olyan eszkoz is, amelyet

indirekt modon szinte mindennap hasznalunk.

2.3.1 Elso és masodik ora
Az els0 ora tipusa Uj ismereteket szerzo ora volt, hiszen a csoport tagjai még sosem talalkoztak
korabbi tanulményaik soran, vagyis az altalanos iskolaban grafokkal. Az 6ra els6 négy percében
rdhangolodas gyanant a facebookrol beszélgettiink a didkokkal. Miel6tt elkezdtiik, fel kellett
mérnem, hogy mennyire hasznaljak a facebookot. Kideriilt, hogy a gyerekek kivétel nélkiil
naponta hasznaljak. Annak ellenére, hogy ennyire rutinosan mozognak a kozosségi héalon,
fontosnak tartottam, hogy tisztazzuk a facebookkal kapcsolatos kifejezéseket. Erre azért van
szlikség, mert a definidlas utan ezekkel a fogalmakkal absztrakt modon lehet mar dolgozni.
Megbesz¢Eltiik tehat, hogy a feladatok sordn ismerds, ismeretség alatt természetesen mindig azt
értjiik, hogy az illeték facebookon egymas ismerdsei. A feladatok kapcsan a facebook egy
jelentds funkcigjat, a megosztast fogjuk hasznalni. Errdl azt kell tudni, hogy ha egy felhasznalo
megoszt valamit a facebookon, akkor azt csak az ismerdsei lathatjdk, és a feladatokban
feltessziik, hogy latjak is. A megosztas szoval definidltuk egy adott cslics szomszédjainak a
halmazat, igy a matematikai fogalmakat olyan szavakkal helyettesitettiik, amelyeket ismernek
¢és hasznalnak.

Rovid bevezetd utan a didkok megkaptak a facebook-os feladatsort, €s onalloan elkezdték

megoldani az els6 feladatot, melyben megadott ismeretségeket kellett abrazolniuk.
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Az 1. feladat szovege: Rajzszakkorre Anna, Betti, Csaba, Dani, Eszter és Fanni jar.

Abrdzoljuk az ismeretségeket, ha tudjuk, hogy:

a) Anna és Csaba ismerdsik facebookon. Csabdanak még Eszter és Dani ismerdse a
csoportbol. Betti rajzszakkoros ismerdsei Fanni és Eszter. Tobb ismeretség nincs.

b) Betti ismeri Anndt és Fannit. Eszter ismerdsei Csaba és Dani, akik még egymdsnak
is ismerosei.

C) Betti mindenkit ismer facebookon, Eszter csak a lanyokat. Ezen kiviil Csaba és Dani
is ismerik egymast, valamint Anna és Fanni.

d) Betti mindenkit ismer facebookon, Eszter csak a lanyokat, Csaba csak a fivikat. Ezen
kiviil Anna és Fanni ismeri még egymast.

e) A lanyok mind ismerdsei egymdsnak a facebookon, hasonloan a fiuk is bejelolték
egymast, de fiu-lany ismeretség nincs.

f) Minden lanynak minden fiu ismerése facebookon, de a lanyok nem jeldlték be
egymast, és a fiuk kozott sincs ismeretség.

9) Anna, Betti, Csaba, Dani, Eszter és Fanni ismerdseinek a szama rendre:

. 51,4332
1. 5,51,3,3,2
. 51,4,3,3,3
IV. 4,4,3,3,2,1
V. 53,3221

VI. 6,3,2,2,2,1

Elészor adtam egy kis gondolkodasi 1d6t, kivancsi voltam, hogy hogyan kezdik el maguktol
abrazolni az ismeretségeket, ha tudjuk, hogy ki kinek az ismerdse. Mivel életiikben ekkor
talalkoznak elsdként ilyen problémaval, ezért nagyon fontosnak tartom, hogy eldszor 6nalldan
gondolkodjanak. A didkok tobbsége nagyon gyorsan nekilatott az abrazolasnak. Sokan ugy
csinaltak, hogy a feladat szovege alapjan sorban haladva irtdk fel a gyerekek neveit, és kototték

Ossze Oket. Ilyen modon helyesen megoldott példak lathatok az 1. abran.
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1. abra Az els6 grafok

Szamomra meglepd volt, hogy a csoport tobbségének ennyire egyértelmii €s természetes volt,
hogy a megoldast graffal abrazoljak ugy, hogy a csucsok az emberek, €s az élek pedig a koztiik
lévo ismeretségek. Voltak néhanyan, akik nem tudtak nekikezdeni a feladatnak, nekik
segitségiil felrajzoltam a tablara a hagyomanyos elrendezésben, vagyis ABC-sorrendben, illetve
kor alakban elhelyezve a gyerekeket, és megbeszEltik, hogy hogyan lehet jeldlni az
ismeretségeket, de a tdblan ekkor én még nem huztam be az €leket, helyette jabb gondolkodasi
1d6t kaptak. Mikor mindenkinek kialakult a fiizetében egy tobbé-kevésbé helyes abra, akkor
egy olyan didkot hivtam ki a tablahoz, akinek hibatlan megoldasa volt, hogy mutassa meg a
tobbieknek.

Az abrakrdl is lathato tehat, hogy a csucsok sokféle elrendezése lehetséges, ezekrdl mi,
tanarok egy pillanat alatt el tudjuk donteni, hogy helyes-e, vagy sem. Hiszen csak azt kell
megnézniink, hogy a megfeleld élek vannak-e behuzva.

Ezutan az 1-es feladat b) és c) részét tliztem ki a didkoknak, szintén el8szor 6nallo
gondolkodésra, majd egy-egy didk felrajzolta a tablara a helyes megoldast.
beirtak. A definici6 utan visszatértiink a c) részhez, és megbesz¢ltiik, hogy nemcsak 0sszefiiggd
grafok léteznek, hanem a tobb tagbdl allo konstrukciokat is grafoknak nevezziik. A komponens
fogalmat azonban nem vezettem be, hiszen ez egy olyan idegen sz6, amely az
alkalmazascentrikus grafoktatasban ezen a szinten felesleges, s6t zavaro is lehet.

Az 1. feladat d) részét is az eddigiekhez hasonlé médon oldottuk meg, itt azonban nincs
megoldasa a feladatnak. Ez nem okozott kiilondsebb gondot a diakoknak, hiszen kdnnyen meg

tudtak indokolni, hogy a problémat az okozza, hogy mig az egyik feltétel szerint Betti mindenkit
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ismer, addig Csaba csak a fiukat ismeri, ami nyilvan ellentmondas, hiszen az ismeretségek
kolesonosek.

Ezutan a feladat g) részére ugrottunk, ahol mar adott fokszamsorozathoz kellett a
tanuloknak a megfeleld grafot lerajzolniuk. Ez mar bonyolultabb, mert nem mondtuk ki a
konkrét éleket, csak azt, hogy melyik csticsbol hany €l indul ki. A II. utdn mondtam ki a
abrakkal. Sem a II., sem a III. fokszamsorozathoz nem Iétezik a graf. El6bbit konnyen meg
tudtak indokolni a didkok: mindenki latta, hogy a két 6tfokszamu csucs utdn mindenkinek
legalabb kettd lesz a fokszama, igy ez a fokszamsorozat nem megvalosithato. A g) I11. viszont
okozott egy kis fejtorést szamukra. A feladatot az el6z6ekhez hasonldan probaltak megoldani.
Mivel a feladatban szdndékosan ugy irtam le a fokszamokat (nem ndvekvd sorrendben), hogy
latszodjon, hogy a megoldas egyértelmii, ezért mindenki 6nmagatdl rajott arra, hogy ilyen graf
nincs. Eszrevették, hogy Fanninak hianyzik egy ismer6se, am ha megprobalunk F-bél még egy
¢lt inditani, azt mar nem tudnank befejezni, hiszen masnak mar nem hianyzik ismerése. Mivel
ez ilyen gyorsan ment, elhataroztam, hogy rogton ravezetem Oket a fokszdmok Osszegére
vonatkoz6 tételre. Frontdlisan bizonyitottuk, gy, hogy hagytam, hogy 6k mondjak ki a
kulcsmondatokat és kulcsgondolatokat. Olyan gyorsan mondtdk be, hogy idom sem volt
megszamolni, hanyan jottek ra maguktol. Bebizonyitottuk tehat, hogy az ismerdsok szamanak
az Osszege biztosan paros, hiszen minden ismeretséget kétszer szamoltunk. Egyetlen didknak
sem okozott problémat ezutan ezt ,grafnyelvre” leforditani, vagyis hogy egy grafban a
fokszdmok Osszegének mindig parosnak kell lennie, hiszen ez az Osszeg pontosan az élek
szamanak kétszeresével egyezik meg.

Az els6 feladat kimaradd részeit, vagyis az e), f), valamint a g) IV-VI. részeit szorgalmi
hazi feladatnak adtam fel. A csoport 17 didkjabol 12-en csindltdk ezt meg otthon. Koziiliik
tobben maximalis pontszamot kaptak r4, am négyen ott vesztettek pontot, hogy a g) részben
hianyoztak az indoklasok. A gondolatok elmondésa, érvelések és indoklasok megfogalmazasa
a tovabbiakban is problémat okozott a didkoknak.

Az els feladatra az Oran Osszesen 15 percet szantam, végiil 18 perc ment el vele. Azt
gondolom, hogy nem szabad sajnélni az id6t erre a feladatra, hiszen ez kivaldan alkalmas arra,
hogy a didkok mélyebben megismerjék a grafokkal kapcsolatos alapfogalmakat. Rajzolgatva
tapasztaljak meg, hogy mi a cstcs, az ¢l és a fokszam. Mint késobb latni fogjuk, a tapasztalasra
szant 1d0 kifizetddik, a késdbbi feladatokat is gyorsan és jol oldjak majd meg.

Az 6ra tovabbi részében a feladatsor tovabbi 5 feladatat oldottuk meg, amelyek sordn a

frissen megismert fogalmakat és tételeket kellett hasznalni. ElOkertiltek olyan feladatokat is,
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amelyben 30 csucsu grafokkal kellett dolgozni. Egy ilyen sok csucsbol allé graf csucsainak a
lerajzoldsa mar nagyon sok id6t venne el. A nagy szdm azt sugallja, hogy altalanos konstrukciot
kell adnunk a megoldashoz. A gyerekeknek ez sem okozott gondot, konnyen atlattak a feladatot
lerajzolas nélkiil is. Az 6ra soran bevezettiik a teljes graf, a parositas és a paros graf fogalmat.

A masodik ora elején a hazi feladat megoldasakor, illetve az 6ra folyaman, belsé tantargyi
koncentracio is belép az eddigi kiilsokon kiviil. Ez a skatulya-elv megjelenése, ami sajnos
problémat jelentett a didkok tobbségének. Az o6ra elsd felében az el6z0 oOran kiosztott
facebookos feladatsorral dolgoztunk, majd minden diak kézhez kapta az j metros feladatsort,
illetve az azon 1évo feladatok megoldasahoz sziikséges, a 2. dbran lathato térképet, amely

Budapest tervezett metréhalozatat jeleniti meg.
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2. abra. Budapest tervezett metrohalézata

A szines térkép nagyon felkeltette a didkok érdeklddését, lelkesen alltak neki a
tanulmanyozasanak. Az oOra célja elssorban az el6z0 oran tanult fogalmak és tételek
atismétlése, valamint elmélyitése volt a masik témakor segitségével. Az 6ran 01j ismeretként
1épett be a parhuzamos élek fogalma, valamint a teljes graf éleinek szama, kétféle megkozelités

segitségével.
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2.3.2 Harmadik ora

A harmadik 6rdn tovabb haladtunk a metrds feladatokkal. Ezen az 6rdn kertilt sor a kovetkezo
feladatra: ,,A Lehel-téren betortek egy bankba. A renddrok tildozébe vették a bankrablot, aki a
metroba menekiilt. Ugy probdlta megtéveszteni a rendbroket, hogy néhdnyszor dtszdllt, és
masik metroval folytatta utjat. Ha egy metroszakaszon mar utazott a rablo, akkor azt mar
figyelik a rendorok, igy nem tud ujra azon utazni. Amig tudott, lent maradt a metroban. Amikor
mar nem volt mas lehetosége, kijott a metrobol. A rendorék mar a kijaratnal vartak. Hol kaptak
el a bankrablot”.

Koriilbeliil 1 perc gondolkodési idd utan megkérdeztem Oket, hogy van-e valakinek otlete
arra, hogyan alljunk neki a feladatnak. Nem volt ilyen 6tlet. Elmondtam nekik, hogy ez valéban
egy nagyon nehéz feladat, és szeretnék nekik segitségiil megmutatni egy példat, ami ugyanerre
a problémakorre vezet vissza. Azt gondolom, hogy a grafok oktatisa eddig sem, és ezutan sem
telhet el anélkiil, hogy a gyerekek ne ismerkedjenek meg az Euler altal megoldott nagyon hires
matematikai problémaval, a Konigsbergi hidak problémajaval. Fontos megmutatnunk, hogy a
grafelmélet a matematikatorténetnek is egy igen jelentds, am fiatal fejezete. En csupan a
problémat ismertettem veliik, valamint készitettem egy sematikus térképet a tdblara, amelyen a
7 hid elrendezddése latszik. A graffal valé szemléltetést mar kdzdsen oldottuk meg. Nagyon
tetszett a gyerekeknek az egylitt gondolkodas, kis segitséggel tobb tanul6 is rajott a dolog
nyitjara. Miutan mindenki megértette az Euler-kor [ényegét arra kértem Oket, hogy most ennek
ismeretében térjenek vissza a mi feladatunkhoz. A gyerekek lazasan elkezdtek gondolkodni, de
egyeldre nem sokra jutottak. Ezek utan azt javasoltam nekik, hogy a csomoponti grafot
lapozzak fel a fiizetiilkben, azon egyszeritibb dolguk lesz. Ezutan némi zavart a parhuzamos €lek
okoztak, de ezt is konnyen tisztdztuk. Végiil tobb parnak is kijott a helyes megoldas, vagyis az,
hogy a rendérok az Oktogonon vartak a rablot. Volt azonban néhany par, akiken latszott, hogy
ez a rész még nem teljesen tiszta, igyhogy a gyors megfejtokkel még egyszer elmondattam a
megoldas menetét. Latszolag mindenkit sikeriilt meggy6zniink. Fontosnak tartottam
kihangsulyozni az ora végén meég egyszer, hogy ez valdban nem egy konnyii feladat, ne
jjedjenek meg, ha nem volt mindenkinek elsdre egyértelmii. Pont a nehézsége miatt gondolom
azt, hogy ez a feladat remek lehetdséget ad a tehetségek kiszurasara a csoportunkbol. Ha egy
diak minden eldismeret nélkiil 6nalléan meg tudja oldani ezt a feladatot, akkor egészen biztosak
lehetiink abban, hogy az adott tanuld rendkiviili képességekkel rendelkezik. Fontos azonban
azokra a didkokra is jobban odafigyelni, akiknek az Eulerrdl sz616 torténet utan egybdl meglesz

a megoldas.

286



KEPZES ES GYAKORLAT ¢ 2017. 15. EVFOLYAM 1-2. SZAM.

2.3.3 Negyedik ora
1. dbra Az els6 grafokUtolso grafelméleti orankon az Utvonalkereséses feladat keriilt sorra.
Miutan az el6zd ordkon egyiitt dolgoz6 péarok ismét Osszeiiltek, kiosztottam szamukra a 3.

abran 1athato budapesti térképrészletet:
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3. abra. Budapest térkép

A diadkokat arra kértem, hogy segitsenek nekem megtalalni azt az utat, amelyen ora utan a
leggyorsabban eljuthatok az ELTE-re. Segitségiil a térképen feltiintettem hét tomegkozlekedési
eszkoz utvonalat, és az atszallasi lehetdségek kozti menetiddket. Elsd 1épésként tisztaztuk, hogy
melyik szin mely tomegkozlekedési eszkozt jelenti (sarga: 4-6-0s villamos, piros: 2-es metro,
lila: 2-es villamos, kék: 86-os busz, vilagoskék: 3-as metrd, z6ld: 18-as villamos). Els6
feladatuk az volt, hogy a térkép alapjan probaljak kitaldlni, mennyi idére van minimum
szlikségem, hogy odaérjek. Tobben is ratalaltak a 14 perces legrovidebb utra, am ekkor még
nem arultam el nekik, hogy valéban ez lesz a leggyorsabb. Megbesz¢Eltiik, hogy ugyan mar
maguk az utvonalak és a megallok egy grafot alkotnak, de még konnyebbé tehetjiik a dolgunkat,

ha a 4. dbran lathato grafta rajzoljuk at a térképiinket.
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4. abra. Atrajzolt graf

Ezt az atrajzolt grafot szintén kiosztottam nekik, hiszen az atrajzolas nem egy komoly feladat,
viszont nagyon sok értékes 1d6 rament volna az 6rdbol. Az algoritmus Iényegét leegyszeriisitve
mondtam el nekik az ismeretlen grafelméleti fogalmak (pl. részgrdf) emlitése nélkiil. Azt
természetesen nem varhatjuk el a didkoktol, hogy egybdl megértsék és alkalmazni is tudjak az
algoritmust, tehat ezutdn készitettiink egy tablazatot, melynek elsé soraba az atszallasi
lehetdségek nevét tiintettiik fel, és kozdsen elkezdtiik a tdblazat kitoltését.

Abban a reménykedve, hogy az elsé harom lépés elég volt szdmukra, hogy az algoritmus
1épéseit megértsék, arra kértem Oket, hogy a negyedik 1épéstdl parokban folytassék az eljarast.
Természetesen tovabbra is barmikor kérdezhetnek. A kérdésekbdl kidertilt, hogy tul gyorsan
magukra hagytam 6ket, ezért par perc gondolkodas és probalkozas utadn inkabb egyiitt folytattuk
tovabb. Sajnos az 1d6 rovidsége miatt végiil az egész algoritmust kdzdsen csinaltuk végig,
igyekeztem azonban iigyelni arra, hogy mindenki sz6hoz jusson. Nagyon nagy ¢lmény volt latni
szamomra a didkok olyan szintli lelkesedését, amivel az eddigi 6rakon még nem talalkoztam.
Kivétel nélkiil mindenki élvezettel kovette a 1épéseket, toltdtte a tablazatot és szinezte a grafot.
Oriiltek annak is, hogy beigazolodott a sejtésiik, valoban a leggyorsabban a Széna tértdl ugy
juthatunk el a Pet6fi hid budai hidf6jénél talalhaté ELTE épiileteihez, ha a Széna térr6l 4-6-0s
villamossal 4tmegylink a Sz¢ll Kalmén térre, ahonnan 2-es metréval a Dedk térre, majd 3-as
metroval a Corvin negyedhez jutunk. Itt Gjra 4-es 6-os villamosra széllva eljutunk a célig. Az

Osszesen eltelt id6 tehat 14 perc.
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Ezen az utvonalon igy végig olvasva jot mosolyogtunk kozosen, hiszen most csak a
tényleges utazasi idokkel szamoltunk, nem vettiik figyelembe az atszallasi és varakozasi idoket.
Marpedig ez nagyon fontos lehet, hiszen az elobb megtalalt leggyorsabb tvonal 3 atszallast
tartalmaz, amely 3 gyaloglassal és varakozassal jar egyiitt. Megkérdeztem a didkokat, hogy
van-e arra esetleg valami otletiik, hogyan tudnank jelolni az atszallasokat. Az teljesen vilagos
volt szamukra, hogy a csomdpontokban talalkozo6 €leket kellene valahogy széthiznunk. Arra is
sikeriilt k6zOsen rdjonniiik, hogy ugy kell ezt megvaldsitanunk, hogy tovabbra is keresztezzen
minden ¢l minden ¢élt, de minden metszéspont fokszama csak kett6 legyen. Maga a technikai
megvaldsitds azonban mar nehéz volt szdmukra, igy azt én mutattam meg nekik.

Ha az eredeti grafban szeretnénk jeldlni az atszallasokat, illetve egy atszallast atlagosan 4
percnek szamolunk, akkor egy igen bonyolult grafot kapunk. Ezt is megmutattam a didkoknak,
¢s bar mondtam, hogy szeretettel varom ebben az esetben is a leggyorsabb utat, erre egyeldre
nem kaptam megoldast...

Azt gondolom, hogy bar valdoban nem konnyii ez az algoritmus egy 9. osztalyos tanuldnak,
a célomat, vagyis azt, hogy kicsit belelassanak a grafok, illetve a komolyabb matematika

vilagéba, ¢és felkeltsem az érdeklddésiiket, sikeriilt elérnem az ora végére.

2.3.4 Ropdolgozat

A ropdolgozatban azt szerettem volna felmérni, hogy a didkoknak mennyire sikertilt az elmult
négy tanodran elsajatitaniuk a kozépszintli matematika érettségi graf témakoréhez sziikséges
ismereteket, eljarasokat. Ezért a dolgozatot elsésorban érettségi példakbol éllitottam Gssze, és
majd késobb latjuk, hogy a kisérlet kedvéert beletettem egy versenyfeladatot is. Elsd 1épésben
Osszegyljtottem az elmult évek kozépszintii érettségi grafokkal kapcsolatos feladatait. Tobb
olyan feladatsor is volt, amely egyaltalan nem tartalmazott ilyen tipust példat. A felbukkano
feladatok kivétel nélkiil a kerettanterv altal megfogalmazott minimalis kvetelményeket, vagyis
az alapfogalmak ismeretét mérik fel. Ezen alapfogalmak a csucs, az €I, a fokszam, valamint a
fokszamok Gsszege és az ¢lek szama kozotti Osszefliggés. A feladatok megfogalmazasa hasonld
az altalam megvizsgalt tankonyvek feladataihoz, megfelel a szaknyelvnek és az életkori
sajatossagoknak is. A dolgozat példainak kivalasztasanal arra torekedtem, hogy minden
alapfogalom eldkertiljon, a lehetd legvaltozatosabb formaban, és minél inkabb lefedje az eddigi
vizsgakon eléfordulé feladattipusokat. fgy esett a valasztasom harom darab feladatra, amelyek

koziil az els6 kettd az érettségik elsd, mig a harmadik a vizsga masodik részébdl kertilt ki.
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A rdpdolgozat pontozasaban az érettségi feladatok esetében az eredeti pontszamokat
hasznaltam, a javitast a hivatalos javitasi-értékelési itmutatok alapjan végeztem. Ez a pontozas
nem az, ami a matematikai gondolkodast a lehet6 legjobban kifejezi, azonban fontosnak tartom,
hogy a gyerekek akar mar 9. osztalyban lassak ¢s megismerjék, hogy mit varnak el téliik a
végsd szamonkérésen. Legfontosabbnak a pontos és érthetd indoklas elsajatitasat gondolom.
Az 6rédk soran is kideriilt szdmomra, hogy ez tobb didknak is nehezen megy, hidba érti a kérdést,
¢és tudja is a valaszt, nagyon nehezen tudja ezt megmagyarazni, foleg helyes matematikai
kifejezésekkel.

Az utolsd, az egykori versenyfeladat eredetileg 10 pontot ért. Mivel a harom érettségi
feladat pontjainak Osszege 17, ezért tigy gondoltam, hogy a negyedik feladat pontszamat
csokkentenem kell. Mivel talmutat a kovetelményeken, nem szerettem volna, hogy a dolgozat
Osszpontszdmanak tobb mint a harmadat ez tegye ki. A feladat pontszdmat igy 6 pontra
csOkkentettem. Mind a két részfeladat 33 pontot ér, 1-1 pontot a j6 megoldasra, valamint 2—2
pontot a helyes és preciz indoklasra lehet megszerezni.

A dolgozat Osszpontszama igy tehat 23 volt. A dolgozatban ott voltak az elérhetd
pontszamok, a didkok lathattak tehat, hogy melyek a hangsulyosabb, nagyobb ardnyban szamitd
feladatok, illetve feladatrészek.

A dolgozat megirasara 20 percet szantam. Menet kozben a haladést figyelve azt lattam,
hogy folyamatos érdemi munka mellett a gyengébb és erdsebb tanulok esetében sem elég ennyi
id6. gy 5 perccel meghosszabbitottam a rendelkezésiikre 4116 id6t. A 17 taga csoportbol 15-en
irtdk meg a dolgozatot (ketten hianyoztak). A legtobb fejtorést a dolgozat kozben, ahogyan az
varhato is volt, az utolso feladat okozta a tanuloknak. A szamomra feltett kérdésekbol az deriilt
ki, hogy nagyon erésen tdmaszkodnak az el6zd o6rakon feldolgozott feladatokra, és azon
dolgoznak, hogy az egyes feladatokat megfeleltessék a mar ismert példaknak.

A dolgozat eredményeit az alabbi (2.) tabldzatban foglaltam 6ssze:

Opont | 1pont | 2pont | 3pont | 4pont | Spont | 6 pont | 7 pont

1. feladat 15

(3 pont) ) i )

2. feladat
(4+3 pont) i i i i i i 3 12
3. feladat
(4+3 pont) 1 - 1 1 1 2 2 7

4. feladat
(3+3 pont) 3 i S 3 1 ) 3

2. tablazat. Ropdolgozat eredményei
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A tablazatbol jol latszik, hogy az elsd feladatot mindenki kivétel nélkiil hibatlanul oldotta meg.
A masodik feladat a) és b) része is szintén nagyon sikeresnek mondhato, hiszen csupan harom
diak veszitett 1-1 pontot a b) részben. A harmadik feladat mar kdzel sem volt annyira sikeres,
mint az el6z6 kettd, hiszen itt mar volt, akinek egy-egy részfeladat 0 pontosra sikeriilt, egy
diaknak pedig az egész feladat O pontos lett. Az a) részben a f6 problémat varakozasaimnak
megfelelden a pontos és helyes indoklas hianya okozta. Nagyon érdekesnek tartom, hogy mind
itt, mind pedig a masodik feladat b) részében is elenyészé azon didkok szama, akik csupéan a
grafikus megoldasra tdmaszkodva adnak valaszt. Ennek oka taldn a graf témakdrben vald
jartassaguk hidnya; ugy tlinik, sokkal nagyobb biztonsagot ad szamukra egy konkrét algebrai
szdmolas, mint egy abrardl valo leolvasds. Azt gondolom, hogy ez a bizonytalansag teljesen
érthetd, 4-szer 45 perc nem elég, arra hogy egy teljesen Uj anyagrészben biztonsaggal tudjanak
mozogni. Ezért is okoz nehézséget, hogy a kerettanterv ilyen kevés érat szan grafok oktatasara.

Nem meglepdé modon az utolsé feladatnal vesztették a didkok a legtobb pontot. Hibatlan
megoldast csupan harom gyerek irt le, azonban a tdblazatbol is jol latszik, hogy nagyon sokan,
nyolcan meg tudtdk adni a helyes megoldast.

Elmondhatjuk, hogy nagyon jol sikeriiltek a dolgozatok, hiszen az érettségi feladatokat hat
diak hibatlanul oldotta meg, komoly hianyossdg sehol sem mutatkozott. A legtobb
pontveszteség lathatoan nem a megértés hianyabol, hanem a mar tobbszor emlegetett
problémabdl, az indoklas nehézségeibdl szarmazott. Ez pontosan az a része a matematikanak,
amely egyaltalan nincs témakorhoz kotve, hiszen minden egyes anyagrésznél jol fejleszthetd,
s6t fejlesztendd, természetesen az adott téma sajatossagaihoz illesztve. Ezek a tanulok még csak

most kezdik a gimnaziumot, az érettségi még messze van, addigra nyilvan elsajatitjak.

3. Osszegzés

Osszességében azt gondolom, hogy sikeriilt teljesiteni a kerettantervben leirt elvarasokat. Ezt
jol mutatjdk a ropdolgozat kozépszintli érettségi feladatainak eredményei. A didkok
visszajelzéseibdl kideriilt, hogy nem csak megtanultak a tananyagot, hanem ¢élvezték is az
orakat, kiilondsen tetszettek nekik a feladatok, életszerlinek és érdekesnek talaltak azokat.

Szamomra is 6rom volt nézni, ahogy lelkesen gondolkodnak, kiilondsen a parmunka volt
hatékony. Legnagyobb sikernek a didkok ,,aha-élményeit” éreztem, példaul az utols6 6ran, az

utvonalkeresésnél.
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Az eredmények ¢€s visszajelzések alapjan ugy gondolom, hogy ez a felépités megfelel a
matematikusok 4ltal tdmasztott igényeknek, a tantervi céloknak és nem utols6 sorban a didkok
¢letkori sajatossagainak.

A ropdolgozatok jo eredményei lattan felmeriilhet a kérdés, hogy kozépiskolas szinten
tovabb tudunk-e 1épni tartalmilag. Ezzel kapcsolatban kikértem Héger Tamds véleményét, aki
elsdéves matematika szakos hallgatoknak tart véges matematika gyakorlatot. Elmondta, hogy
Ok ezt a témakort harom darab kilencven perces gyakorlaton dolgozzék fel, természetesen
mélyebben érintve a fogalmakat és a tételeket. Véleménye szerint a tovabblépés mar tal nagy

ugras lenne, amit nem javasol kozépiskolaban.
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KovAcs, VERONIKA
A MODERN INTRODUCTION TO GRAPHS IN SECONDARY EDUCATION

Graph theory is a fastly developing area of mathematics and is present in our everyday life.
The internet and navigation systems can be modelled with graphs as well as the connection of
braincells or human connections. In Hungary in 1984. graph theory was not part of the
curriciula for math teacher students, now it is a part of the highschool final exam. In our work
we propose a way to teach graph theory in highschool. We planned a material based on the
suggestions of researchers of the area. We tought the material in grade 9 and as a verification
we put together a test for these pupils consisting of the final exam problems.
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