Acta Agraria Kaposvariensis (2011) Vol 15 No 3, 185-192
Kaposvari Egyetem, Allattudomanyi Kar, Kaposvar
Kaposvar University, Faculty of Animal Science, Kaposvar

Méretfiiggé kristalynovekedési sebesség modellezése
oldatbol torténé kristalyositas esetén

Borsos A., Lakatos G.B.

Pannon Egyetem, Mérnoki Kar, Vegyészmérnoki és Folyamatmérnoki Intézet, Folyamatmérnoki Intézeti Tanszék
8200 Veszprém, Egyetem ut 10.

OSSZEFOGLALAS

A cikk egy folyamatos miikodtetésii MSMPR kristalyosito modelljét mutatja be és veti dssze
kiserleti adatokkal. A modell tartalmaz méretfiiggd ndvekedeés leirasara alkalmas tagokat,
melyek megfeleld értékek mellett a méretfiiggetlentol a nemlinedris, méretfiiggd névekedési
sebességig képes leirni a kinetikai folyamatot. A numerikus megolddas Matlab kérnyezetben
kidolgozott szamitogépes programokkal térténik. A matematikai modell analitikus leirasat
dllandosult allapotokra irtuk fel. A modellben szereplé paraméterek hangolasat a kisérleti
adatokhoz torténd illesztéssel vegeztiitk. Tovabba megvizsgaltuk, hogy a névekedési
sebesség meretfiiggéseét is befolydasolo tagok milyen hatassal vannak a kristalyos termék
tulajdonsagaira, részletesen vizsgalva hatasat a populdcio stiriiségfiiggvényre.
(Kulcsszavak: MSMSPR  kristalyositas, folyamatos kristalyositd, populaciés modell,
momentum egyenletek, méretfiiggé novekedési sebesség, paraméter identifikacio,
szimulacid)

ABSTRACT

Size dependent crystal growth rate in case of colution crystallization
A. Borsos, B.G. Lakatos

University of Pannonia, Department of Process Engineering, H-8200 Veszprém, Egyetem 1t 10.

This paper proposes a model of continuous MSMPR crystallizer and compares with the
experimental data. The mathematical model is suitable to describe size-dependent kinetic
processes, which is able to modelling from the size-independent growth rate to the linear
and nonlinear size-dependent growth rate by properly tuned parameters. The numerical
solution is developed by computer algorithms in Matlab environment. The result of
mathematical model can be solved in steady-state process. We were fitting the kinetic
parameters in the model to the experimental data. Furthermore the influence of the
parameter of size-dependent growth kinetic model to the population density function was
analyzed. Our model was compared with some of widely used crystal growth kinetic model.
(Keywords: MSMPR crystallization, continuous crystallizer, population balance model,
Moment method, size-dependent growth rate, parameter identification, Simulation)

BEVEZETES
Az oldatbol torténd kristalyositas modellezése és a kristalyositok megfeleld tervezése soran

meghatarozé szerepet tolt be a kristalyositdas — gocképzodés és kristalynovekedés —
kinetikajanak ismerete (Randolph et al., 1988). A kristalyositas fent emlitett két alapvetd
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folyamata a kristalyositasnak az iparban gyakran hasznalt jellemzokre: a kristalytermék
szemcseméret eloszlasara és atlagos szemcseméretére kozvetlen hatassal vannak. A kris-
talynovekedés sebességének meghatarozasa folyamatos laboratoriumi MSMPR kristalyo-
sitoban torténé mérés esetén az allandosult allapot értékelésével torténhet, amikor is a
meéretfiiggd ndvekedést kvalitative a kristalyos termék méreteloszlasanak az exponencialis
eloszlashoz viszonyitott eltérése mar vizualisan is jelzi. A mennyiségi meghatarozast az
adott modell és paramétereinek identifikacidja jelenti (Lakatos et al., 1990).

A kristalyositas matematikai modellezésénél a kristalyhalmazok tulajdonségait és
empirikus modelleket (Ulbert, 2002). A kristalyositas folyamatanak bonyolultsaga miatt
tobb kiilonbz6 modellt dolgoztak ki a méretfiiggetlen novekedést leird dsszefiiggésektol
(McCabe, 1929) a méretfiiggd ndovekedést leird osszetettebb modellekig.

Jelen munka célja egy a ndvekedési sebesség leirasara, a paraméterek megfeleld
beallitasaval altalanosan alkalmazhaté modell felirasa és a kristalyositd modelljébe
integralasa. A novekedési sebességi egyenlet paramétereinek meghatarozasa valos
mérési adatokhoz (Li et al., 2009) torténd illesztés alapjan valdsitottuk meg.

MATEMATIKAI MODELL

A kristalyositasi miiveltek soran kialakuldé méreteloszlas és annak dinamikajanak leirasa
torténhet a populacios mérlegek segitségével (Ramkrishna, 2000). A makro- és
mikroszinten is tokéletesen kevert kristalyositoban a populacidos mérlegegyenlet az
alabbi alakkal irhato fel (Lakatos, 2007):

on(L,1) | 9G(L,e(t).c,O(L,1) _ g (n
o oL )

Az egyenlet tartalmazza a kristalyositds kinetikai paramétereit is. Az elsddleges
gocképzodésre vonatkozo tag,

B, =k,(c—c,) 1 )

A méretfiiggd novekedési sebességet leird kinetikai paraméter a kdvetkezd formaban
irhato fel,

G =Gylo, +a, 1)

ahol a G, a homérséklettél és a tultelitést6l fiiggd tényezd, mig az «, i=1,2,3
paraméterek a kristalyok L méretétol valo fiiggését irjak le.

A populaciés mérlegegyenlet analitikus megoldasara ad lehetdséget az altalunk
vizsgalt folyamatos MSMPR kristalyosité modell.

Az allandoésult allapotra vonatkozd populacios mérlegegyenlet a kdvetkez6 alakban
felirhato:

G M:%(nm —n) (6)

w (L) =n(L,0)+ B(Ly,c(t),c,(0) (1)
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A populacio stirtiségfiiggvényre atrendezve az egyenletet:
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Integralas és a tovabbi atrendezések utan a folyamatos MSMPR kristalyosito allandosult
allapotara vonatkozé mérlegegyenlet a kdvetkezd 0sszefiiggés mutatja:

1 L
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A kinetikai paraméterek behelyettesitésével kapjuk a végleges alakot:
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A folyamatos MSMPR kristalyositora felirhaté az anyagmérleg,
dls-c+(1-¢)-p.]

dt

ahol e=1-kv-

Az egyenletet a koncentracio iddbeli valtozasat leird tagjara rendezve a kovetkezd
alakban adhatjuk meg:
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Allandésult allapotban az egyenlet bal oldalan szerepld id6fiiggd tag nulla. Igy az egyenlet

2, =0)~(o. ) prmle—c F asn + a0 (12)

kapjuk az allandosult allapotra vonatkozo anyagmérleget:
_3pkGlaw +am., )i,
3k,G, (auu'z T, ) -1

A stacionarius modellt alkotd egyenletekben egész €s tort rendi momentumok is
megjelennek. Analitikus megoldasuk allandosult allapotban lehetséges:

(13)

©

= [Cn(L)dL (14)
0
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i = jﬁn(L)dL (15)

0

Tehat a folyamatos MSMPR kristalyositd matematikai modelljét a (9) és (13) egyenletek
alkotjak. Ezek felhaszndlasaval elkészithetd a megfelel6 szamitdgépes szimulator.

PARAMETER ILLESZTES

A matematikai modell kialakitidsa utdn lehetdség nyilt a modell paramétereinek
megfeleld hangolasara. A kristalyndvekedés sebességének meghatdrozasa folyamatos
laboratériumi MSMPR kristalyositoban torténd mérés esetében az allanddsult allapot

értékelésével torténhet (Borsos, 2009) (1. dbra). A modelliink paramétereinek (oo, as, ke,
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g, ny) hangolasat MATLAB kornyezetben végeztiik. Legkisebb négyzetek modszerét
alkalmazva a modell egyenlet alapjan identifikacioval a mért populacio siiriiségfiiggvény
adatokra (Li et al., 2009) illesztéssel kaptuk a megfeleld paraméter értékeket. A
paraméter identifikacio eredményeit az /. tdbldzat mutatja:

1. abra
Mért adatok és a modell altal szamolt populacié siiriiségfiiggvény értékek
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Figure 1: Measured- and calculated data of density function

Measure(1), Model(2)

1.tablazat
Optimalis illesztési paraméterek
0 0 Ky [ms™'] g ng [# m”|
10.958 0.187 0.0132 1.432 6.72%10"!

Table 1: Optimal parameters of the identified model

Vizsgalataink soran a;=1 értékkel szamoltunk. Az illesztés célfiiggvényeként a fizikai
mérés és a modell altal szamitott érték kozti eltérések minimalizalasat adtuk meg. Ezen
kiilonbségek 6sszegébdl szamithato a korrelacios egyiitthato (r):

an[y[ - inzyi
i=1

= I i=1 i=1 (16)
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A 2. tablazat mutatja néhany ismert modell és az altalunk hasznalt modell pontossagat a
korrelacios egylitthato (r) alapjan, a paraméterek megfelel6 hangolasa utan:

2.tablazat
A Kkiilonb6z6 modellek korrelacios egyiitthaté értékei

Modell (1) Korrelaciés egyiitthaté (2)
Size-independent 0.9897
ASL 0.9982
C-R 0.9990
Bransom 0.9950
MJ2 0.9937
MJ3 0.9989
Sajat modell (3) 0.9962

Table 2: Correlation coefficient of the different mathematical models

Model(1), Correlation coefficient(2), Own model(3)

A kiilonb6z6 modellek dsszehasonlitasat Li és mtsai (2009) vizsgalatai alapjan végeztiik.
SZIMULACIOS VIZSGALATOK ES ERTEKELES

A modell illesztését és a paraméterek becslését Matlab kdrnyezetben végeztiik a legkisebb
négyzetek modszere alapjan. A modell hangoldsa utan a szimulator segitségével hataroztuk
meg a populacio stirliségfiiggvény és a ndvekedési sebesség szemcseméret értékparokat.

A mérési adatoknak megfeleld paraméterekkel szamolva a 2. dbra szerinti ered-
ményeket kapjuk:

2. abra
Mért adatokhoz illesztett modell szimulaciés eredményei:
(a.) Populacio siiriiségfiiggvény (b.) Novekedési sebesség
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Figure 2: Results of the simulation by applying the identified parameters: (a.) Growth
rate (b.) Population density function.
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A 2.(a) dbra szerinti nem linearis 0sszefliggés mutatja, hogy a vizsgalt rendszerben a
novekedési sebesség fligg a kristalyszemcsék méretétol.

A megfeleléen hangolt modell segitségével szimulacios és paraméter-érzékenységi
vizsgalatokat végeztiink. A méretfiiggd novekedést leiré modell harom paraméterébdl az
o, tagot a szimuladcid soran fix értékkeént vessziikk figyelembe, mig o, és a; tagokat
valtozokként tekintjiik. Az érzékenységi vizsgalatok soran e két paraméter hatasat
vizsgaltuk a novekedési sebesség és a populacio siiriségfliiggvényére. A 3. tablazat
tartalmazza a vizsgalt a, és a; értékeket. A 3. abra szemlélteti az a;, hatast.

3.tablazat

Az érzékenységi vizsgalat soran alkalmazott paraméterek

(153 ((l3=0.178) O3 ((lz=10.958)
10.958 0.178
1.000 1.000
5.000 0.100
12.000 0.800

Table 3: Parameter values of sensitivity analysis.
3. abra

Kiilonb6z6 a,-vel szamolt értékek:

(a.) populaci6 stiriiségfiiggvény (b.) Novekedési sebesség

g

G[ms?)

% 500 1000 1500 | [um) 2000 0 500 1000 1500 | [um] 2000
(a) (b)

Figure 3: Results by applying different a2: (a.) Growth rate (b.) Population density function.

Az a; tag modositasat a,-vel ellentétben korlatozott tartomanyban (0-1) valtoztathatjuk.
Ezen paraméter befolydsolja a modell méretfiiggését. Amennyiben 0;=0, a novekedés
sebessége fliggetlen a szemcsék méretétol. Az a;=1 esetén linearis ndvekedés jellemzo,
mig e két érték kozott nemlinedris a novekedés és a szemcsék mérete kozotti
Osszefiiggés. A 4. dbra bemutatja, a; kiillonb6z6 értékeinél miként valtozik a folyamatos
MSMPR vizsgalt két tulajdonsaga.

190



Acta Agr. Kapos. Vol 15 No 3

4. abra
Kiilonb6z6 a;-al szamolt értékek:
(a.) populaci6 stiriiségfiiggvény (b.) Novekedési sebesség
25X10 ; 9, : )
Gms] i | kéd s %

| 10958 | 0.187
10.958 1.000
10.958 0.100

10.958 0.800

o i i
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(a) (b)
Figure 4: Results by applying different 03: (a.) Growth rate (b.) Population density function.
KOVETKEZTETESEK

A folyamatos mikodtetésitc MSMPR  kristalyositoban lezajldo méretfiiggé ndvekedés
leirasa analitikusan csak allandosult allapotban ismeretes.

A bemutatott €s vizsgalt modell segitségével lehetséges olyan folyamatos tizemil
kristalyositok leirasa, melyben a kristalyndvekedés fligg a szemcsék méretétél. A munka
soran kisérletsorozatban kapott adatsorra illesztettiik a modellt, mely tobb modellel
tortént 6sszehasonlitas alapjan, j6 kozelitéssel alkalmazhato a valos rendszer leirasara.

A haromparaméteres ndvekedési sebességet leird Osszefliggés (o, i=1,2,3) jo
illeszthet6séget és flexibilitast ad, mely fontos tulajdonsag az alkalmazhatosag szempontjabol.

Az érzékenységi vizsgalatok arra mutattak ra, hogy e modell jol alkalmazhato
folyamatos kristalyositok allandosult allapotainak leirasara. Mas modellekkel szemben a
bemutatott matematikai modell alkalmas dinamikus vizsgalatok leirasara is a megfeleld
atalakitasokkal és a MOMIC modszer felhasznalasaval.
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JELOLESJEGYZEK
B - gbocképzddési sebesség, # m> s’ Indexek
¢ - koncentracio, kg m” ¢ - kristaly
G - novekedési sebesség, ms™ in - bemeneti valtozod
k - kinetikai egyiitthato p - elsédleges gocképzodés
kv - térfogati formafaktor g - novekedési sebesség
L - méretvaltozd, m s - egyensulyi telitési koncentracio
n - populacios siirtiségfiiggvény, # m™
g - térfogatiaram, m®s™
r - korrelacios egyiitthato
t - 1d6, s
V - térfogat, m’
x - mért populaci6 stirliségfiiggvény vektor
y - modellel szamitott populacid

stirliségfiiggvény vektor

& - azoldat térfogathanyada

e - k-dik momentum

ox - novekedési sebesség k-dik paramétere
(k=1,2,3)

p - siiriség, kg m™
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