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OSSZEFOGLALAS

A cikk egy kétdimenzios populdcios modellt mutat be folyamatos hiitéses kristalyositok dina-
mikus folyamatainak matematikai leirasara. A modell egyenleteinek numerikus megoldasa a
ket méretvaltozo vegyes momentumait alkalmazo momentumok modszerével tortént Matlab
kornyezetben kidolgozott szamitogépi programokkal. A peremeloszlasok populacios stiriiség-
friggvényeit az dllandosult dllapotokban kapott momentumok felhasznalasaval a gamma
eloszlas alkalmazdsdval becsiiltiik meg. A numerikus kisérletekben részletesen vizsgaltuk a
hiitési profil és a kristalyositdsi kinetika kolcsonhatdsait, valamint a szabdlyozdsban fontos
tranziensek viselkedését, a megjelend oszcilldciokat. A vizsgalatokat tiiszerii kristdlyok esetén
folytattuk, de a bemutatott és elemzett modell alkalmas a lapka formdju kristalyokat
produkadlo folyamatok modellezésére is.

(Kulcsszavak: Hitéses kristalyositas, tliszerii kristalyok, kétdimenzios populaciés modell,
momentum egyenletek, szimulacio)

ABSTRACT

Investigation of dynamic processes in cooling crystallizer in case of needle-shape
_ crystal production
A. Borsos, B.G. Lakatos

University of Pannonia, Department of Process engineering, H-8200, Veszprém, Egyetem ut 10.

A mathematical model is presented for investigating the dynamics of continuous cooling
crystallizers, developing a bi-dimensional population balance model. The mixed set of
ordinary and partial differential equations of the population balance model is solved by
applying the moment method and developing computer programs in MATLAB environment.
The marginal population density functions are approximated by means of the gamma
distribution using the steady state marginal moments. Numerical experiments involve a
detailed study of interactions of the cooling profile and the crystallization kinetics, as well as
investigation of transients being important in control, and the oscillations arising in those.
Application of the bi-dimensional population balance model allows studying crystallization
processes producing either needle- or plate-like habit crystalline products.

(Keywords: Cooling crystallization, Needle-like crystals, Bi-dimensional population balance
model, Moment method, Simulation)

BEVEZETES
Az oldatbol torténd kristalyositas a folyamatipar egyik fontos miivelete, melyet szilard

szemcsék formazasara, kémiai komponensek szétvalasztasara és tisztitdsara hasznalnak.
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A kristalyositasi gyakorlat fejlodésével elétérbe keriilt az elére megadott, specialis
tulajdonsagu kristalyhalmazok eléallitasanak az igénye, ami a kristalyositasi folyamatok
részletesebb és pontosabb leirasat, a célként megadott tulajdonsagok eldallitasahoz
sziikséges folyamat-vezetési feltételek megfelelé elemzését és tervezését feltételezi.
Ennek a gyakorlatnak hatasos eszkoze a kristalyositasi folyamatok adekvat és prediktiv
modelljeinek a kidolgozasa és alkalmazasa.

A kristalyositds matematikai modellezésének kozponti eleme a kristalyhalmazok
(Randolph and Larson, 1988; Tavare, 1995; Ramkrishna, 2000; Blickle et al., 2001; Lakatos
et. al., 2006), amelyet tobbnyire egydimenzios alakban, azaz a kristalyok egyetlen belsd
tulajdonsaganak (jellemz6 méret, térfogat, homérséklet, stb.) leirasara hasznalnak. Azonban a
szerves komponensek, de a szervetlen anyagok kristalyositasa esetén is gyakran talalkozunk
komplex habitust kristalyokkal, melyek formai jellemzése mar nem lehetséges egydimenzios
modellekkel. Ezért az utobbi idében jelentds figyelmet kapott a tobbdimenzids populacios
modellek kidolgozasa és alkalmazésa (Blickle et al., 2001; Lakatos et. al., 2006), amelyek
alkalmasak a komplex kristalyformak adekvat leirasara is (Ma et al., 2002,2007; Puel et al.,
2003a, 2003b; Lakatos, 2007).

Jelen munka célja a kielégitéen csak két mérettel jellemezhetd tii-alaku kristalyok
hiitéses kristalyositassal torténé eldallitasanak modellezési és szimulacios vizsgalata. A
kétdimenzids populacios mérlegegyenletet a momentum modszer alkalmazasaval oldjuk
meg, ¢s a mo-mentum modell alkalmazasdval, szimuldcidéval vizsgaljuk a rendszer
dinamikus viselkedését és tulajdonsagait.

KETDIMENZIOS POPULACIOS MODELL
Egy mind makroszinten, mind mikroszinten tokéletesen kevert kristalyositoban egyes
feliiletek eltérd nevekedési sebessége kovetkeztében kialakulo, két jellemzé mérettel
leirhat6 habitusu kristalyok esetén, ahogy ezt az /. dbra szemlélteti.
1. abra

Két méretvaltozoval jellemezheto kristalyformak: a) tiiszerii, b) lapka
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Figure 1: Crystal shapes which could be described by two sizes: a) needle shape, b) plate like
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A populacios mérlegegyenlet az alabbi formaban irhato fel:
on(Ly,Ly.1) | 9G, (L,,c(0),c,(On(L,, L, 1) L 0G, (Lo cO)n(Ly, Ly.1) _
ot oL, oL,

(1)
=§(nm (L, Ly t) = n(Ly, Ly,0))+ B(Ly, c(0), ¢, (£))

ahol a kétdimenzids n(.,.,f) populécios stiriségfliggvénnyel az n(Ly,L,,t)dL,dL, kifejezés
megadja a ((L,L,+dL,)X||L,,L,+dL,||) mérettartomanyba eso kristalyok szamat a kristaly-
szuszpenzi6é egységnyi térfogatdban a />0 idépontban. Itt G, és G, jeldlik a két
kiilonbozo kristalyfeliilet ndvekedési sebességét, mig a B irja le kristalyok keletkezési
sebességét az elsddleges és masodlagos gocképzddés soran a >0 idépontban. A G, és G,
egymashoz viszonyitott értékei alapjan alakulhatnak ki tiiszer(i vagy lapka formak. A B
figgvényt a

B(Ly,c(t),c,(t))=e,B,(Ly,c(t),c,(t))+e,B,(Ly. c(t),c, (1)) ()

altalanos formdban hasznaljuk, ahol B, és B, jelolik az elsédleges és masodlagos
gocképzOdés sebességeit, mig az e,e{0,1} és e,e{0,1} binaris egzisztenciavaltozokkal a
gocképzédés aktualis formajat tudjuk megadni az e, +e,>0 formaban. A ¢ és ¢, szimbdlumok
az oldott komponens koncentraciojat és az egyensulyi telitési koncentraciot jeldlik.

A teljes modell felirasahoz meg kell adnunk a tomeg és energiamérleget is. Ezeket
a kovetkez6 mérlegegyenletek adjak meg.

A kristalyosodo komponensre vonatkozo tomegmérleg

d[gc+(1—5) c]_i B q _
dt - V [gincin +(1 gin )pc] V [€C+(1 8) L‘] (3)
és az oldoszer tomegmérlege
dlec,) g
7 - V (gin va,in + gc.w) (4)

ahol 0<e<1 jeloli az oldat térfogathanyadat a kristalyos szuszpenzioban, g a teljes
térfogataram, és V jeloli a kristalyos szuszpenzi6 térfogatat a kristalyositoban.
A kristalyos szuszpenzié hdmérlege:

d[g(csvcw - CCC)+ (1 — E)CC,DC ]T = %[gm (C\'vcsv,in +C.g, )+ (1 —&n )Ccpc ]Zn -

dt

(5)
¢és a hlitékozegre vonatkozo homérleg:
d(ChphTh):Cp q_h(T —Th)-f- UaV(T—Th) (6)

ht-h h,in
dt v, v,

Az (1)-(6) vegyes differencidlegyenlet-rendszer alkotja a hiitéses kristalyositok
populéaciés modelljét, amikor a kristadlypopulacid két méretvaltozéval jellemezhets. A
modell konstitutiv és folyamat-paramétereit megadva a zart rendszerhez lényegében csak
az ¢ térfogathanyad meghatarozésa sziikséges, amely lénye-gében alapvetd kapcsolatot
ad az oldat- és a kristalyos fazisok kozott

&) :1_TTVc(L1’L2)”(LlrLzst)dleLz (7
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ahol v .(L,,L,) jelenti egy kristaly térfogatat az L, és L, méretvaltozok fliggvényében. Az
(1)-(5) vegyes differencialegyenlet-rendszer egyértelmii megoldasat a megfelelé kezdeti
és peremfeltételek megadasaval kaphatjuk meg.

KETDIMENZIOS MOMENTUM MODELL

A populaciés modell segitségével a kristalyszemcsék tulajdonsadgainak dinamikajat
figyel-hetjik meg, am a populdciés mérlegegyenlet megolddsa még egy-dimenzids
esetben is komplex feladat (Ramkrishna, 2001; Ulbert, 2002; Ulbert és Lakatos, 2008),
igy itt a megoldashoz a diszperz rendszerek kezelésében gyakran alkalmazott
momentumok maddszerét hasznaljuk fel. Ehhez a v.(L,L,) fliggvény aktualis formajanak
megadasaval meghatarozzuk azt a vegyes momentumot, amellyel meg lehet adni az
oldott anyag tomegmérlegét, majd a tobbi — természetesen féleg alacsonyabb rendi —
momentumra vonatkozo egyenletet kell ki-dolgozni, amelyek a tomegmérleg felirasahoz
sziikséges momentumot meghatarozzak.
A két méretvaltozo vegyes momentumainak altalanos alakja

s = [ [LELE(L, Ly 0dLdL,, km=0,1.2.. ®)
00
és igy egy kristaly térfogatat a ky térfogati formafaktorral a v, (Ll,Lz)z k,L L. kifejezés
adja meg, ezért a tomegmérleg meghatarozasahoz sziikséges vegyes harmadrendi
momentum a

20 = [ [LLn(Ly, Ly, t)dLdL,, k,m=0,12.. )
00

alaka (Lakatos, 2008; Borsos, 2009). Ezért a kétdimenziés momentum modellt az (1)
egyenlet alapjan az aldbbi momentum egyenletek alkotjak:

D009 ()0, B, + B, (10)
% = %(ﬂl,o,m —Hio )+ G tty,0 an
%zg(ﬂw — s, )+ Gt (12)
‘%:%(y — thy J+ Gty + Gty (13)
%=§(y =t )+ 26,y (14)
% = 0200 = 10426, (15
2 0, Gty + 260t (16)
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Ezen momentumok koziil tehat a p, a térfogattal aranyos, a p pedig a szemesék
térfogat-egységenkénti teljes szamat adja meg. A (10)-(16) egyenletrendszer a (3)-(6)
egyenletekkel kiegészitve szolgaltatja a hlitéses kristalyositok kétdimenzios modelljét.

LEPTEKEZES ES NUMERIKUS MEGOLDAS

Az egyenletek numerikus megoldasadhoz 1éptékezniink kell azokat, mert az egyes tagok
kozott tobb nagysagrendnyi kiilonbségek vannak, aminek kovetkeztében az egyes
folyamatok megvaltozasanak sebessége egymashoz képest til gyors vagy lassu. A
1éptékezési eljarast és a sziikséges atalakitasokat Borsos (2009) részletesen leirta, ezért
itt csak a végeredményként kapott egyenletrendszert adjuk meg. Definidlva tehat az
alabbi 1éptékfaktorokat (Lakatos, 2007; Borsos, 2009)

T
z=s;T,  f, = gT s Soa =k sy =2k, S =SV, S0 =SV
K
So1 =280.W, =2k W, X, =kptt,,  z=s;T, 800 = 2kl/l//l!//22 > S :ﬁ >
1
s.Ua Sy ke o kq.0
o= S . K= c N = — . S = 1 , = 1 N = 2
pc c StCh 7/ Ch vV l//l stsf‘ '/’2 Stscgz
a teljes 1éptékezett masodrendli momentum egyenlet modell az alabbi:
dx 1
d_?:?(xo,om _x0,0)+ep®p +¢,0, a7)
dx,, 1
e =?(‘x0,l,in _x0,1)+®gz X0,0 (18)
dx, 1
& =?(x1,o,m _)Cl,o)"'@gl X0,0 (19)
dx;, 1
(=50, 5,40, 3, (20)
dx,, 1
dz :?(xo,z,m _xo,z)"‘@gz Xo.1 21
dx,, 1
d_§ = ?('xZ,O,in - xz,o) + ®g] X10 (22)
dx 1
dlg = ?(XI,Z,M - xl,Z) + ®g1x0,2 + ®g2xl,l (23)
Léptékezett tomegmérleg a kristalyos fazisra
dy 11-xp,, a-y
- == : —y)+ ® +0 (24)
ac ¢ 1_x172 (ym y) l—xu [ 10,2 2/11,1]
valamint az olddszerre
d 1 \1=x, 4, v
T ( B )(y.w,[n _ysv)+ 2 (G)lxo,z _®2xl,1)’ (25)

d& _E (l_xl,z) l_xl,z
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mig a léptékezett energiamérleg a kristalyos fazisra

dz 1¢, K a
L I CRP P (26)
s ¢ ¢ ¢ ¢
¢és a hlitékozegre
dz, 1 v
—=—=\z, -z, |+ z—z 27
dg §h ( h,in h) v,a, ( h) ( )
A (17)-(27) egyenletrendszerben a kinetikai dsszefiiggések:
&i
0, = [ﬂ] exp{—&} i=12 (28)
‘ Vs z
©,=D, exp(—ﬁj(l —X,,)exp ke (29)
: lnz[yj
Vs
b
®,=D, exp(— ﬂ](&J Xty . (30)
Z s

A kristalyositds sordan keletkezd kristalypopulacido két legfontosabb tulajdonsaga a
szemcsék atlagos mérete €s a populacié méreteloszlasa. A momentum modell nem allitja
el6 kozvetleniil az n(.,.,7) populécios striségfiiggvényt, de a momentumok ismeretében a
két-paraméteres gamma eloszlas segitségével megbecsiilhetjik annak alakjat a
peremeloszlasok siirliségfiiggvényein keresztiil. A szemcseméret-eloszlast a gamma
eloszlas stirliség-fiiggvényével kozelitve

0,hax<0
fx)= (€2))
AP x P!
Y e ha x)0
I'(p)
annak paramétereit a peremeloszlasok FE,, = fu é £y, = Hos varhato értékeibdl,
Hoo Hoo

2 2
. E
valamint a D] = ac U e T PP D] = Hor | Ao szorasnégyzetekb8l a A =—
Hoo  \ Hop Hoo  \ Hop D

és p=F -4 0Osszefiiggések alapjan szamolhatjuk.

SZIMULACIOS VIZSGALATOK ES ERTEKELES
A (17)-(27) kozonséges differencidlegyenlet-rendszer megoldasat Matlab kornyezetben
az odel5s megoldoval végeztiik mind folyamatos, mind pedig szakaszos kristalyositok

szimulacios vizsgalatat célozva. A numerikus kisérletekben az /. tdblazatban megadott
kinetikai és folyamatparamétercket hasznaltuk.
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1. tablazat

A vizsgalt kristalyositéhoz tartozé kinetikai- és folyamatparaméterek

V=10 m’ ky=1.6:10"m” s 2=1.48

g,=10" m’ 5! k=2.1 E,=9.0-10" J mol’
=350 kg m’ E,=5.0-10" J mol! ky=12.2-10°ms’'
7;,=90 °C ky=1.0-10" m™7 5! 2=1.75

T),in=20 °C b=3.0,/=1.5 kyp=10.08:10" m s
a,=0.2087 10° kg m™ a,=-9.76:10" kg m” K 4,=-9.30-10" kg m” K~

Table 1: The kinetic and process parameters of the investigated crystallizer

A 2. dbra mutatja be a kristalyos szuszpenzio és a hiitéfolyadék hdmérsékletének idébeli
valtozasat, amikor a 90°C belépd hémérsékletli oldat hiitése a 18°C hémérsékletii
hiit6folyadék (viz) ugrasszert rakapcsolasaval torténik. A hitéfolyadék tranziens felme-
legedése utan az adott iizemelési feltételek mellett a hiités 1ényegében teljes, azaz ebben
az esetben a hiitési folyamat megfeleld modulalasahoz elégséges a hiitéfolyadék
hémérsékletének a valtoztatasa.

2. abra

A Kkristaly szuszpenzi6 és a hiit6kozeg hémérsékletének idébeli valtozasa

T, Th 100

80

60+

40r

20

Figure 2: Evolution of temperature of suspension (T) and cooling medium (T}) in time

Az ugrasszer( hiitéssel folytatott vizsgalatok azt mutattak, hogy a folyamatos kristalyosito
az elsddleges gocképzddés dominancidja esetén gyakran mutatott a momentumokban — és
vegyes momentumra bemutatott 3. dbra szemlélteti. Ugyanakkor a masodlagos
gocképzidés csillapitja az elsddleges gocképzddés altal generalt oszcillaciokat, amit jol
illusztrdl a 4. dbra, amely ugyancsak a u;, momentum id6beli véltozasat mutatja az
elézével azonos lizemelési feltételek mellett.

Az 5. abra mutatja be a masodlagos gocképzddési sebesség b paraméterének a
hatasat a kristalyosito tranziens folyamataira. A b paraméter ndvekedésével ndvekszik a
masodlagos gocképzddés csillapitd hatdsa, azonban némileg csdkken a kristalyositd
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kristalytomeg-termelésre vonatkozo teljesitménye is. Ugyanakkor a 6. dbrdn lathatd
modon a b noveke-désével ndvekszik a teljes kristalyszam is, azaz a kristalytdmeg
novekedése is 1ényegében a masodlagos gocképz6dés hatasanak eredménye.

3. abra

A léptékezett (dimenziomentes) vegyes harmadik momentum idébeli valtozasa
elsddleges gocképzodés esetén

X12 4 ,x107"

11 Csak
elsédleges
0.8 gocképzbdes
(1)

0.6¢

0.4+

0.2¢

O n
10° 10’ 10° 10°¢

Figure 3: The evolution of the scaled third order joint moment in time when only
primary nucleation occurs.

Only primary nucleation ocurs(1)

4. abra

A masodlagos gécképzodés csillapité hatasa
a 3. abran bemutatott oszcillaciokra

X12 x10"°

Masodlagos
gocképzddés
is (1): b=3

N W A OO O N

-

10° 10" 10° 10° &
Figure 4: Palliative effect of secondary nucleation on the presented oscillation on figure 3.

Primary and secondary nucleation occur(1)
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5. abra

A masodlagos gocképzodés b paraméterének hatasa az oszcillacidk csillapitasara

x10"

X1,2 1.2
1L

0.8}
0.6

0.4}

0.2t

¢

Figure 5: The effect of parameter b on the palliation of oscillation.
6. abra

A masodlagos gécképz6dés b paraméterének hatasa
a teljes Kkristalyszam allandésult értékére

XO,O 1 020

10157

10107

10‘10§

Figure 6: The effect of parameter b on the steady state value of total number of crystal
particles

A 7. dbra mutatja be a gamma eloszlas altal a momentumok allandosult értékei fel-
hasznalasaval becsiilt perem populacios siiriségfiiggvényeket. Jol lathatdo a két perem
kristaly-méret-eloszlas kozotti kiilonbség, ami mind az atlagos méretekben, mind pedig a
szoras-négyzetekben jelentds kiilonbségeket jelez. A 2. tablazatban az egyes valtozok
szerinti atlagos méretek lathatok a b paraméter fiiggvényében, amely jol illusztralja,
hogy a masodlagos nukleacio altal generalt nagyszama aprd szemcse kovetkez-
ményeként mind a két valtozo szerinti atlagméret csokken.

179



Borsos és Lakatos: Hiitéses kristalyositas dinamikus folyamatainak vizsgalata tiiszerii ...

7. abra

A peremeloszlasok populacios siiriségfiiggvényeinek
a gamma eloszlassal becsiilt formai

0.1
0.08 [ (L. L)L, [n(z,,L,)dL,
0 0
0.06 T on
0.04
0.02
% 50 100 150 Ly, L,

Figure 7: The population density functions approximated by the Gamma distribution forms
2. tablazat

Az egyes €l hosszak szerinti atlag méretek (L1, L))
kiilonb6z6 b paraméterek fiiggvényében

b=1 bh=2 bh=3 b=4 b=5
1,591-10* m 1,569 -10*m |7,67-10° m 3,22-10° m 1,61:10° m
2,352:10° m 2,325:10° m 1.269-10° m 6,09:10° m 3,38:10° m

Table 2: Mean sizes of the different crystal edges in different values of parameter b

koncentracio - szuszpenzio homérséklet haromdimenzios alterébe vald projekciojat
mutatja be ugyancsak a masodlagos gocképzodés b paraméterének fliggvényében. Ezt a
1éptékezett valtozokkal abrazoltuk, mivel ez egyszertibben, de az idébeli valtozasok
lényeges elemeit megdrizve mutatja a harom valtozo kozotti kapesolatokat a folyamatidd
barmely iddpontjaban.

KOVETKEZTETESEK

A hitéses kristalyositok matematikai leirasa a kielégitéen csak két mérettel jellemezhetd
kristalyok esetén kétdimenzios populacios modellel adhatdé meg. Ezt a tliszer(i kristalyok
esetén vizsgaltuk, de a bemutatott és elemzett modell alkalmas a lapka formaja
kristalyokat produkalé folyamatok modellezésére is. A részletes modell egyenleteinek
numerikus megoldasat a két méretvaltozé vegyes momentumait alkalmazé momentumok
modszerével végeztik, és a peremeloszlasok populacios sliriségfiiggvényeit az
allandosult allapotokban kapott momentumok felhasznalasaval a gamma eloszlas
alkalmazaséaval becsiiltiik.
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8. abra

A masodlagos gocképzédés b paraméterének hatiasa a szemcseszam - oldott anyag
koncentraci6 - szuszpenzié h6mérséklet altérben valé valtozasara

Figure 8: Projection of trajectories into the subspace (z,y,x0,0) depending on the
parameter b

A folyamatos kristalyositok tranziens folyamatait vizsgalva azt tapasztaltuk, hogy az
elsédleges gocképzodés gyakran general oszcillaciokat a momentumokban és az oldott
oszcillaciokat a kris-talyositokban kialakulod dusulasi és kimosodasi jenségek idézik el6.
Ugyanakkor a masod-lagos gocképzdodés sok esetben csillapitd hatassal van, de — bar
némileg noveli a kristaly-tomeg-termelést — mindegyik méretvaltozo szerint csokkenti a
kristalyok atlagos méretét.

Az egydimenziés populaciés modellek kezelésében igen hasznosnak bizonyult
momentum modszer a targyalt kétdimenziés modell esetében is eredményesnek
mutatkozik, és célszerlinek latszik alkalmazasa Osszetettebb folyamatok €s rendszerek
modellezésében is.

JELOLESJEGYZEK

- gocképzOdési sebesség, # m™ s
- kinetikai paraméter

- hékapacitas, J kg™ K

- koncentracio, kg m”

- szOrasnégyzet

- dimenziomentes paraméter

- varhato érték

- novekedési sebesség, ms™

- méretvaltozo, m

- populacios stiriiségfiiggvény, # m™
- a gamma eloszlas paramétere

- térfogataram, m® s™'

- 1éptékez6 paraméter

N

e INQEDDY AT W
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T - hémérséklet, K

t - id6, s

2 térfogat, m*

Xij - k,j-edik dimenzidomentes vegyes momentum
y - dimenzidomentes koncentracio

z - dimenziomentes hdmérséklet

s - dimenzidomentes paraméter

e - az oldat térfogathanyada

o - Iéptékezett (dimenzidmentes) sebesség
A - a gamma eloszlas paramétere

tr; - kj-edik vegyes momentum

& - dimenziémentes id6

p - stiriiség, kg m™

Indexek

1 - nagyobb ndvekedési sebesség irany
2 - kisebb novekedési sebesség irany

b - masodlagos gocképzddés

c - kristaly

ho - httékozeg

in - bemeneti valtozd

p - elsddleges gocképzodés

s - egyensulyi telitési koncentracio
svoo- oldoszer
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