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OSSZEFOGLALAS

Tranziens hovezetési problémak numerikus megoldasa véges differenciak modszerével,
homérséklettol fiiggo diffuzivitast feltételezve nagyobb mértékii felbontas esetében igen
jelentés memoria és CPU id6 felhasznalassal jar. Implicit diszkretizalasi sémat
alkalmazva a diffuzivitas homérséklet fiiggése miatt a homérsékletmezd meghatdrozdsa
minden egyes idolépésben iterdciot igényel. Kihaszndlva a multigrid technika adta
lehetbségeket, olyan hierarchikus algoritmust mutatunk be, mellyel a futdsi ido
JelentGsen lerovidithetd. Osszehasonlité vizsgalatokkal elemezziik a javasolt médszer
alkalmazhatosagi  feltételeit. Bemutatunk néhany példat a nemlinedris diffuziora
ktilonbozo kezdeti és peremfeltételek esetében.

(Kulcsszavak: nemlinedris hédiffuzio, multigrid technika, hiszterézis)

ABSTRACT

Multigrid hysteretic heat diffusion

L. Jancskar, A. Ivanyi
University of Pécs, Departement of Information Technology, H-7624 Pécs, Rokus u. 2.

In this paper a transient non-linear heat diffusion problem is studied. Considering
hysteretic type temperature-dependence of thermal diffusion, the numerical solution is
very resource- and time-consuming. Utilizing the advantages of the multigrid technique
a coarse level iterating algorithm is introduced. Applying a hierarchical algorithm the
solution time could be reduced. The proposed method has been verified by comparing to
other numerical schemes. The thermal heating-cooling asymmetry resulted by the
hysteresis and the memory character of diffusivity are proved by numerical simulations.
(Keywords: non-linear heat diffusion, multigrid technique, hysteresis)

BEVEZETES

Az utobbi idokben egyre tobb tudomanyos munka foglalkozik valtozod termikus
tulajdonsagokkal rendelkez6 kompozit anyagokban lejatszodd termikus folyamatok
analizisével. Szamos kisérleti mérés igazolja, hogy bizonyos 0Osszetett anyagok
hévezetési tényezdje illetve diffuzivitdsa nagyobb homérsékleti skalat tekintve nem
tekinthetd konstans értékiinek, s6t egyes esetekben hiszterézises jelleget mutat. Példaul
Santos at al. (2000) kiilonb6zé SiC-tartalmu kerdmidk tanulmanyozisa soran a
hémérséklettdl fiiggd, hiszterézis jelleget mutatd diffuzivitds valtozast regisztralt. A
hiszterézist mikrostrukturalis valtozasok idézik eld, példaul mikrorepedések miatti
kiilonb6z6 expanzidos jelenségek, expanzids anizotropiak, és/vagy kristalyszerkezet
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modosulasok. Calcogenid félvezetok vizsgalata soran Wawryk at al. (2000) hiszterézises
hémérsékletfiiggd hdévezetésrl szamolt be. Hasonld jelenséget tapasztalt kompozit
anyagokon végzett mérések soran magneses térben Kashiwada at al. (2003).

A hoémérséklettdl fiiggd hovezetési tulajdonsagokkal rendelkezé anyagokban
lejatszo termikus folyamatok modellezése soran rendszerint polinomialis vagy
exponencialis kozelitésekkel talalkozhatunk a szakirodalomban (Dai at al., 1998;
Gonzalez-Fernandez at al., 1998). Jelen munkankban olyan modellt mutatunk be, amely
figyelembe veszi a diffuzivitds hdmérséklettdl fiiggd hiszterézis jellegét. A numerikus
megoldas a nemlinedris jelleg miatt igen erdforras és iddigényes miivelet, ezért olyan
algoritmust javaslunk, amely kihasznalva a multigrid technika adta lehetdségeket,
rovidebb CPU id6 elérésére torekszik. A modszert a durvabb felbontason iterald
multigrid modszernek neveztiik el, segitségével a futdsi id6 a finom felbontdson végzett
iteraciohoz képest lényegesen lecsdkkenthetd. Teszteredmények bemutatisaval
elemezziikk a mdédszer pontossagat, a mért normak alapjan eldonthetd, hogy egy adott
probléma estén eclfogadhatd-e a javasolt technika. A munka befejezd részében a
hiszterézises és a konstans hoédifftizio kozotti eltéréseket mutatjuk be hevitési/hiitési
folyamatok modell-eredményeinek dsszevetésével.

MATEMATIKAI MODELL

A tranziens hddiffuzid egyenlete homérsékletfiiggd diffuzivitast feltételezve
kétdimenzids esetben az alabbi parcialis differencialegyenlettel irhato le:

©_ o[, 0], [ 0)%].. 1
0 ax[a(@) ax}+ay{a(@) ay}q ©.1) 1)

ahol O(¢) a dimenzidomentes homérséklet, O=(T-To)/(Tax-To), a(@) a hddiffuzivitas,
q*(O,1) a forrastag. A vizsgalatokhoz x,ye 0, L oldalhosszasagu 2=[0,L]x[ 0,L] négyzet
alaku tartomanyt tételezlink fel. Az (1) parabolikus differencidlegyenlet megoldasa
megkivanja a kezdeti O(x,y,0)=60,,, x,ye 2 x,ye, és a peremfeltételek megadasat.
Elsérendli peremfeltételek estében O(x,y,H)=0,, x,yel(L)) ismert, /(L) jelenti a
tartomany peremét. A tovabbiakban azt az esetet tanulmanyozzuk, amikor a diffuzivitas
hémérsékletfiiggése hiszterézises jelleget mutat.

NUMERIKUS MEGOLDAS

A nemlinearis modell numerikus megoldasdhoz  diszkretizaljuk az (1)
differencialegyenletet térben a centralis differencia sémat és id6ben a sulyozott
differencia sémat alkalmazva. Az (2 tartomanyt felosztdo haléo pontjainak tavolsaga
mindkét iranyban legyen A=L/n, a pontok szama (n+1)x(n+I), a peremek legyenek
halopontokon. Az [. dbra fels§ részén a tartomany finomabb felbontasat, alatta
ugyanazon tartomany egy durvabb, H=2h felosztasat lathatjuk. Az egymasnak megfeleld
pontokat bekereteztiik.

A sulyozott differenciasémahoz a hdémérsékletfiiggd diffuzivitasokat mindkét
iddsikon azonos, atlagolt értékkel kozelitjiik. Bevezetve egy kozépsé iddszintet, ahol a
hémérséklet a k és k+1 idolépések atlaga, meghatarozzuk a diffuzivitas értékét az a(O)

_ 1 _
hiszterézis modell felhasznalasaval: @y "> =a(2(@§“’1 .o )) A diffuzivitas
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referencia pontjait a 2.dbra szemlélteti. Lathatjuk, hogy a halopontok kozé atlagolt
diffuzivitassal szamolunk a & és a k+/ iddpillanatban is

1. abra

Diszkretizalas térben: finomabb és durvabb felbontas
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Figure 1: Discretising in space: finer and coarser resolutions

Interpolation(1), Restriction(2), Diffusivity is determined on the coarser grid with
hysteresis function(3)

2. abra

A diffuzivitas vonatkoztatasi ponjai

k412 . L .
a;" " = hiszterézis(1)

U kri2s  —ksij2s
25(“"“.1 va, " )

Figure 2: The reference points of the diffusivity in a time-centered method

Hysteresis(1)
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A térbeli diszkretizalast két 1épésben végezziik el. Az elsérendii derivaltak jelentik a
héfluxus  kiilonbségeket. A héfluxust a halopontok kozotti  képzelt feliiletre
vonatkoztatjuk:

o5 o) l(o—(A].k“" ATk (- o)

wh+1/2
r i i+1/2,) i.j41/2 i+ A]f}lﬂ/z ))+ q 2

it1/2,j
A diffuzivitast két szomszédos pont kozotti atlagolassal kapjuk meg, pl. az (i,j) és (i,j+1)
pontok ko6zott (2.abra):

—k+1/2] _l(—k+1/2,1 —k+1/2,l)
il T4

i,j+1/2 2

3)

A hoéfluxus a k+1-ik iddpontban, a nemlinearitas miatti iteracid /-ik 1épésében, az
(i+1/2,j) hatarfeliileten

kLl —k+l21 (g_kﬂ,z _ 6’;“’1) h 4)

i+1/2,j ai+l/2,j i+l,j
i+l,j

—~0%)/h. A t5bbi helyen

a fluxust hasonl6 moédon szamithatjuk. Behelyettesitve a (4) héfluxusokat a (3)
egyenletbe és atrendezve, az alabbi differenciasémat kapjuk:

At [ ~
(1+p)@§+1,1 ——(a k4124 gl +ak+1/2,/@i1f;i,11):

Ugyanezen a feliileten a k-ik iddlépésben: J)y, , =@/} (9."

o2 a2, Fit) T
Q)
P, A (—k+1/2,[ k k420 ok ) k412

(1-p)o} AEysaHty O +a 13 O )+ ay A
ahol

k120 kL] k20 k4l | —kt1/2 okl 6

w2 Oirr) = O a5 005 (©)
stb., és

A (—k+l/2,/ —k+l/2,l+7k+1/2,/+—k+1/2,/)

p= o2 Gimja. T g @ a2 T4 ) (7

A bemutatott mddszer tulajdonképpen a DuFort—Frankel séma kétdimenzios kiterjeszté-
sének tekinthetd, igy csak am,, /h*<<1, G, :max(ﬁ[j), ij=1,...,n-1 korlatozéassal kon-

max m

zisztens az eredeti differencialegyenlettel (Stojan, 2005).
A bels6 halépontokra az (5) egyenlet az alabbi matrix alakban irhat6 fel:

KL kLl _ ph+ll ok | ok+)/2

Ao = Bl gl 4 oY ®)
ahol 4;*" egyiitthatomatrix, @;"" az ismeretlen hémérsékletvektor, B,*' a @) ismert
hémérséklet vektor egyiitthatomatrixa, Q;l‘“/ 2 a forrastag At-szerese. Az alsé indexben

talalhatd °A’° a térbeli felbontas szintjére emlékeztet. Az iteracio kezdetén o/ =0f,

—k+1,0 _ =k , o, L k)2l _ 1( k-1 k) .
a; =4a;; ¢s aziteracid soran 4 —a(g O +0; ij=1,..,n-1,.1=1,2, ...

A (8)-hoz hasonlé nagyméretii rendszerek megoldasanak korszerli eszkoze a
multigrid technika, tobbek kozott jo konvergencia tulajdonsagai miatt (Stojan, 2005). A
multigrid médszerekek 1ényegét ismertnek tételezziik fel (lasd pl. Hackbusch, 1985). A
javasolt hierarchikus algoritmusba az un. Full Multigrid (FMG) és a sima multigrid
(MG) technikat is beépitettiik, a FMG W-ciklusokat szemlélteti a 3. abra.
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3. abra

Teljes multigrid médszer (FMG) W-ciklus négy felbontasi szinten

S: megoldas sr: simitas, reziduum  (3)

o (solve) =(2) cs: korrekcio,simitas (4 P €
Interpolaciod Sziikités (e 9&_)3 S
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Figure 3: Full Multigrid W-cycles on four grid levels

Interpolation(1), Restriction(2), Smoothing and residuum(3), Correction and smoothing(4),
Grid levels(5)

A diffuzivitds hémérséklet fliggése miatt a (8) implicit séma iteracidt igényel. Az
iteracid nagyméretli rendszerek esetében igen eréforras és iddigényes miivelet. A
hiszterézises diffuzivitas is jelent6sen noveli a megoldasi idot, mert minden egyes
halopont sajat lokalis hiszterézis memoriaval rendelkezik. Az 4ltalunk javasolt
mddszerrel, kihaszndlva a multigrid technika kinalta lehet6ségeket, a megoldasi id6
jelentdsen csokkenthetd. Az iteracio el6tt a (8) problémat redukéljuk egy durvabb, H=2h
felbontasra (1. dbra):

AlHI@l _ pligh | ghtl2 )
H H ~—PH H H

ahol az iteracid @1’;“’0 k+1-ik id6pontbeli kezdeti hémérsékletét az un. sziikitéssel
(restriction: R;) hatarozzuk meg a k-ik idépont hémérsékletébdl: @[1?1,0 = @,’f] = Rf @/]f .
A diffuzivitas kezdeti értéke a hiszterézis modellbél: a;, = a(ﬁ,-f” ). A @i forrastagot is

lesziikitjiik, de l;f’l/ * a durvabb felbontasra kézvetleniil is kiszamithaté. A diffuzivitas

hémérséklet-fiiggése miatti iteraciot a (9) egyenlettel ezen a durvabb felbontason végezziik
el, a;”/ 20 _ a(l(@;“’” + @lj‘ )j Az iteracid véget ér, ha két iterdcio kozotti kiilonbség
H 2 H H

egy elbre definialt & érték ala csokken: ‘@11?1’1 —@ZH’H <&, Az iteracio eredményeként
kapott diffuzivitas- €s hémérsékletértékeket interpolaljuk a finomabb felbontasra. Jelolje
P} az Un. prolongiciés operitort, ,/31 a bilinearis interpolacidés operatort, ekkor

k+H,0 _ ph gkl ae —k+1/2 _ h—k+1/2,] : ; _Sei imité
0, =10, ¢s a;""" =SgsPya; " ahol Sgs jelenti a Gauss-Seidel simit6
eljarast. Az interpolalt hdmérséklet jo kezdeti hémérsékletnek tekintheté a finomabb
(eredeti /1) felbontason. A finomabb felbontas megoldasaként keresett hémérsékletmezot
tovabbi multigrid iteradcidoval hatarozzuk meg a (8) egyenlet egyiitthatoi és forrastagja

szerint, de a diffuzivitads értékét mar nem valtoztatjuk. A 4. abran lathatjuk a javasolt
durvabb szinten iterald multigrid algoritmus vazlatat. A nemlinearis iteracioban FMG
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algoritmust, a finomabb szinten MG algoritmust futtatunk. Az FMG moédszer elonye, hogy
a legdurvabb szinten pontos megoldassal kezdi az iteraciot, igy gyorsabban, egyetlen tin.
W-ciklus sorozattal jut el a megfeleléen pontos megoldashoz. A finomabb felbontason erre
nincs sziikség, hiszen az alacsonyabb szintrél mar egy jo kezdeti becsléssel 1épiink fel.

4. abra
A javasolt durvabb szinten iteralé multigrid algoritmus vazlata
idCléptalss = | ©) Akik
) idéponthoz
Kezdeti (7 Iteracio a finom tartozé
: [ felbontdson >
és perem- © J FinormMmegoldas
feltetelek |~ Nemiinearis iteracio . P ———-b- felbontas ()2)
m =i+ _(.51):;.. pmlungil'ii:‘s
; ) !E-) il | | MG Koztes falbontas:(m
. V- s szintek
FMG ciklusok .
W-ciklus 5 .
@ A Legdurvabb |
. ! " felbontas

Figure 4: The coarse level iterating multigrid algorithm

Initial conditions(1), Full multigrid W-cycles on the coarser grid(2), Multigrid V-cycles
on the finest grid(3), Prolongation(4), Interpolation(5), Iteration of nonlinearity(6),
Time stepping(7), Iteration on finest grid level(8), Solution at the time index k(9),
Coarsest grid(10), Medial grid levels(11), Finest grid(12)

Az A és BYY egyiitthatomatrixok konvolicios magjait, a @, hémérsékletet, a 04"

forrastagot minden egyes felbontasi szintre meg kell hataroznunk. Az egyiitthato-
matrixok magjai pontrdl pontra valtoznak a diffuzivitas fiiggvényében, pl.:

—k+1/2,
0 —ciel 0
At =\ —erlE Wep)y  —eREE (10)
0 -eRTWE 0

ahol c=At/2H’. A javasolt algoritmus tehat minden szinten tarolja az el6z6 idépont
homérsékleteit, a forrastagot, a diffuzivitast, a konvoliicidos magokat pedig minden
halépontra és minden felbontdsi szinten jbol generalja. Mivel az FMG minden
felbontasi szinten eldallitja a megoldast, a kerekitési hiba becsiilhetd és felhasznalhat6 a
konvergencia meghatarozasara. A MG algoritmusban V-ciklusokat iteralunk, itt csak a
legfinomabb felbontason kapjuk meg a homérsékleteket. Az iteracio stop feltétele ha a
reziduum normaja a kiindulasi norma &-od részére csokken:

|| k+1

k+1,1 k+1.1 k+11 ok k+1/2
<day ol - B o) —0f . e <1

A hiszterézis numerikus kozelitése

A diffuzivitdss homérsékletfiiggését leird6 numerikus modellhez a magneses hiszterézis
leirasara elterjedt diszkrét Preisach modellt alkalmaztuk. A diszkrét Preisach modell alapja
az un. Preisach haromszog (Ivanyi, 1997), amely véges szamu hiszterézis relét tartalmaz
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(5. dbra). A modell bemeneti valtozoja a hdmérséklet, kimenete a diffuzivitas. Az eredeti
modellt gy modositottuk, és a ,U(@a‘,@ﬂ/ ) eloszlasfliggvényt ugy valasztottuk meg, hogy a

hiszterézis alakja feleljen meg a Santos at al., (2000) munkéjaban bemutatott, méréssel
felvett hiszterézis gorbéknek. A diffuzivitas hdmérsékletfiiggését leird rekurziv formula:

a(@“l ): a(@k )i [bv %ZZ#(@%@% )] ,1j=m,ijeP (11)

Ahol 7, a P tartomany teriilete, amely felett az utolsé 1épésben megvaltozott a hiszterézis
relek allapota, m a P tartomanyban talalhato relék szama (5. dbra). A masodik rész
eldjele a homérsékletvaltozas iranyatol fiigg. Emelkedd homérséklet esetén pozitiv,
csokkend hémérséklet esetében negativ az eldjel. v a fltési-hiitési ciklusok szama, b"”
egy megfeleld szorzotényezd, mindkettd értéke fiigghet a ciklusszamtol. A diffuzivitas
alapértéke: a(@")=a" szintén a ciklusszam fiiggvénye. A 6. dbran lathatunk néhany, a
fenti modell segitségével eldallitott hiszterézis gorbét.

Hevités soran a hdmérséklet emelkedésével a mikrostrukturalis valtozdsok miatt a
diffuzivitas hirtelen emelkedést mutat. Tovabbi hdmérsékletemelkedésre a diffuzivitds
alig valtozik, majd a magasabb homérséklet tartomanyban ujabb meredek emelkedés
tapasztalhato. A hémérséklet csokkentésével a diffuzivitas is csdkken, de magasabb
értéken marad, mint hevités soran. Egymast kovetd termikus ciklusok hiszterézis gorbéje
nem feltétleniil esik egybe, ezt fejezi ki a modell vV paramétere.

A javasolt modszer jellemz6 tulajdonsagai

A javasolt modszer jogosultsagat, alkalmazhatosagat és jellemzd paramétereit az alabbi
tesztprobléma segitségével vizsgaltuk: a kezdeti homérséklet-eloszlas legyen: O@=(x,y,0)=1,
=0, a peremfeltétel: O=(x,y,0)=0, x,yel2 r>0. Az iddlépés: Ar=500 s, L=0.5 m,
ay=2.5*10" m’/s, a felbontas 33x33 pont. A multigrid paraméterek: az el6- és utdsimitasok
szama 3, a legdurvabb felbontas 5x5 pont, a felbontasi szintek kozotti 1éptetés bilinearis
interpolacioval illetve teljes sziikitéssel (full weighting restriction) tortént. A legdurvabb
szinten a fokozatos tllrelaxalas algoritmusat alkalmaztuk megoldoként.

5. abra

A Preisach haromszog (a) és eloszlasfiiggvény 3D-ben (b)

B

fa) (h)

apoooO
oo

Relé="0" (1)
"o Relé="1" (2))

: oRelé valtozik §3)

sesssssssssssmsses
sessssessssRREEeS

I gt @,

Figure 5: The Preisach triangle (a) and the distribution function (3D) (b)

Relay is off (1), Relay is on(2), Relay is changing to on(3)
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6. abra

A diffuzivitas h6mérsékletfiiggése a diszkrét modell szerint

75

70
651
60

557
50

Diffuzivitas - 10 m%s )

[] 1 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Homérseklet [-](1)

Figure 6: The temperature dependent hysteresis of the thermal diffusivity and effect of
the thermal cycling.

Temperature(1), Thermal diffusivity(2)

A javasolt algoritmusban a durvabb felbontds iteracidja utdn a diffuzivitas értéke
valtozatlan marad. Kérdés, vajon milyen mddon vetitsiik fel a finomabb felbontasra?
Kétdimenzids esetben a bilinedris interpolacid a legelterjedtebb technika, alkalmazhato
még a sima prolongaci6 is. (Mivel célunk a minél rovidebb CPU id6, magasabb rendl
interpolacids modszerek nem johetnek szoba.) A 7. abran lathaté a hdmérsékleti gorbék
a vizsgalt tartomany kozépvonalaban, harom kiilonb6z6 idépontban, harom kiilonb6z6
numerikus modszerrel késziiltek. A 7. abra a gorbéje a finom felbontason végzett
iteracio eredménye. A b gérbe mutatja a prolongalassal vetitett diffuzivitassal, a ¢ gorbe
a bilinearis interpolacioval kapott megoldast. Lathato, hogy mindharom idépontban a
prolongalassal kapott diffuzivitassal végzett szamitasok kozelitik meg jobban a finom
felbontason végzett iteracid eredményét.

A teljes homérsékleti mez6 kozti kiillonbséget normaképzéssel hatarozhatjuk meg.
A 8 dbra a gorbéje a bilinedris interpolacioval vetitett diffuzivitas és a finom
felbontason végzett iteracio, mint referencia hémérséklet-eloszlas kozotti kiillonbség
normajat mutatja az idében. A b gorbe a prolongacid és a referencia hdmérsékletmezd
kozti kiilonbség normaja. Lathato, hogy az b gorbe mindvégig az a gorbe alatt marad egy
nagysagrenddel. Kozelitve az allandosult allapot felé, a normak csokkennek. A modszer
alkalmazhatd, ha az eltérés nagysagrendje toleralhato.

A diffuzivitas id6ébeli atlagolasanak jogossagat kiilonbozé iddlépésekkel kapott
eredmények Osszehasonlitasaval teszteltiik, azonos térbeli felbontas mellett. A referencia
idolépés az eredeti id6lépés tizede. A 8. abra ¢ gorbéje mutatja a két idolépés kozotti
kiilonbség normajat. Az els6 idopillanattol eltekintve gyakorlatilag nincs kiilonbség a két
szamitas kozott, vagyis az idobeli atlagképzés megfeleld, amig a regularitast és
konzisztenciat nem sérti Az novelése.

A durva felbontdason végzett iterdcids modszer futasi idejét egységnyinek véve, a
finom felbontason végzett iterdcid6 CPU ideje négy. Tarigény tekintetében a hiszterézis
szamitasanak durvabb felbontasi szintre torténd helyezése jelenti a legnagyobb
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megtakaritast. Minden haloponthoz tartozik egy lokalis memoria, amelyben az adott
ponthoz tartoz6 ©,(kAt) sarokpontjait taroljuk. Feltételezve, hogy minimalisan 30 értéket
tarolunk és dolgozunk fel pontonként és ciklusonként, az iteraciot attéve alacsonyabb
felbontasra, kb. 23n° adatnak megfelelé memoriat takarithatunk meg. Nagyméreti
feladatok esetében ez jelentdsnek tekinthetd €s kihatassal lehet a CPU iddkre is.

7. abra

Hoémérsékletek a tartomany kozépvonalan, 3 kiilonb6z6 idopontban,
a diffuzivitas iteralasa a finom felbontason (a), iteracié a durva felbontason, vetités
prolongalassal (b), vetités bilinearis interpolaciéval (c)

o4
®
]

0.6-

0.4-

Homeérséklet [-] (2)

0.2- [§¥

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
(1) Hossz [m]

Figure 7: Temperature profiles along the axis of the domain at three time steps: fine grid
iteration (a), coarse level iteration with prolongation (b), with bilinear interpolation (c)

Length(1), Temperature(2)
8. abra

A szamitasi algoritmusok Kiilonbségébdl szarmaztatott normak

Norma(2)

' a
1.0- m.zm
b

= “]_‘WM

| ‘\ c

0! D Ly

1 T 0 i i |
500 2000 4000 6000 RO00 " 10000
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Figure 8: Norm of differences of the calculation schemes: differences between the fine
grid iteration and coarse grid iterations with bilinear interpolation (a),with

prolongation (b), differences between two distinct time steps (c),

Time(1), Norm(2)
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SZIMULACIOS EREDMENYEK

A szimulacios algoritmus segitségével a nemlinearis diffuzié fenti modelljének néhany
érdekes tulajdonsagat szeretnénk bemutatni, dsszevetve a konstans diffuziot feltételezé
modellel. Példaink olyan eseteket elemeznek, ahol a diffuzivitas a f6 hevitési és hiilési
gorbe mentén valtozhat, példaul a peremek monoton hiitésével vagy flitésével. Az elsé
példaban O=(x,y,0)=1, =0, a peremfeltétel: O=(x,y,/)=1, x,yel2 0. A masodik
esetben: @=(x,y,0)=1, =0, a peremfeltétel: @=(x,y,/)=0, x,ye 72, 0. A tobbi paraméter
megegyezik az eldz6 fejezet adataival. A 9. dbran lathatd, hogy a vizsgalt tartomany
kozepén hogyan alakul a hdmérséklet az elsé 6tven iddlépésben, a) és ¢) konstans b) és
d) hiszterézises diffuzivitassal.

9. abra

Hevitési (a, b) és hiilési (c, d) h6mérsékleti profilok a tartomany kézépvonalan,
konstans (a, ¢) és hiszterézises (b, d) diffuzivitast feltételezve

Hoémérséklet [-](2)

Hoémérséklet [-](2)

15 20 25 32 0 5 10 15 20 25 32
Haldpont (1) Haldopont(l)

0 5 10
Figure 9: Heating-cooling profiles of the middle axes of the domain: with constant (a)
and (c), with hysteretic diffusivity (b) and (d),
Grid point(1), Temperature(2)
A 10. abran a tartomany kozéppontjanak homérsékleti tranzienseit lathatjuk a négy

vizsgalt esetre. Konstans diffuzivitassal a hevités-hiités tranziensek szimmetrikusak. A
hiszterézises diffuzivitas miatt a hevitési-hiitési tranziensek eltérdek.
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10. abra

Hoémérséklet-tranziensek a tartomany kozepén, konstans és
hiszterézises diffuzivitassal

Homérseklet [-] )

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
1d61épés 1)

Figure 10: Temperature transients of the middle of the domain with hysteretic and
constant diffusivity

Time index(1), Temperature(2)

11. abra
A hiitési folyamat homérséklet-eloszlasa a 20. idépillanatban
és a hozza tartozo diffuzivitas
Homérséklet [-] Diffuzivitas [-107m%s)
2)

1 7
0.8
04
0.2

o o

Figure 11: Cooling process: temperature field (a) and the corresponding thermal
diffusivity at time-index k=20 (b),

Temperature(1), Thermal diffusivity(2)
A termikus folyamat felgyorsult, a hiilési folyamat magasabb diffuzivitassal indul,

alacsonyabb hémérsékleteken is magasabb értéken marad, mint hevités soran. A 1.

153



Jancskar és Ivanyi: Hiszterézises hédiffuzios probléema megoldasa multigrid modszerrel

dbran lathatd a huszadik iddpillanathoz tartozé hémérsékleti mezd és a hozza tartozo
diffuzivitas. A diffuzivitas alakja még emlékeztet a kiindulasi hdmérséklet-eloszlasra.

A teljes feliileten a két fajta diffuziot az eltérések normajaval hasonlithatjuk ossze.
A 12. dbra a gorbéje a hevitési folyamatra, b gorbéje a hiitési folyamatra vonatkozoan
mutatja a konstans és a hiszterézises diffuzio kozotti eltérés normajanak alakuldsat. A
norma az id6 eldrehaladasaval nd, elér egy maximum értéket, majd lassan csokken,
ahogy kozelit az allandosult allapothoz.

12. abra

Az eltérések normaja a hevitési (a) és a hiitési (b) folyamat soran

0.01-
0.008-

0.006-

Norma (2}

0.004-

0.002-

0 20 40 60 S0 100 120 140 160 180 200
Id6lépés(1)

Figure 12: Norm of differences between hysteretic and normal heat diffusion: in the
heating(a) and cooling processes(b),

Time index(1), Norm(2)

A hiitési folyamat a magasabb diffuzivitdsok miatt kezdetben jobban eltér a konstans
diffuzivitasu folyamattol, és mivel a folyamat igy felgyorsult, az 4llandosult allapotot is
gyorsabban kozeliti meg. Az itt bemutatott nemlinearitds azon kompozit anyagok
jellemzdje, amelyeknek diffuzivitdsa az ismertetett hiszterézis gorbékhez hasonld
tendenciat mutat. A diffiiziés modell megfelelé paraméterezésével a javasolt algoritmus
mas jellegli, és mas iranyu folyamatok szimulalasara is alkalmas. A modell lehetéséget
nyQjt az Un. hiszterézises minor hurkokon valtozo diffuzivitds hatdsanak
tanulmanyozasara is.

KOVETKEZTETESEK

A hoémérséklettdl fiiggd diffuzivitasi anyagokban lejatszodd termikus folyamatok
tranziensei jelentdsen eltérhetnek a konstansnak tekinthetd vezetési tulajdonsagu
anyagokétdl. Munkankban ezen folyamatok modellezésére alkalmas olyan hierarchikus
algoritmust mutattunk be, amely a multigrid technika adta lehetdségekre épitve, rovidebb
futasi id6 elérésére torekszik. Az algoritmus igen jO konvergencia tulajdonsagu,
elegendd minden id61épésben néhany iteracios ciklus a DuFort-Frankel sémahoz hasonld
implicit sémaval. Az id6lépés nagysaga az implicit séma ellenére nem valaszthaté meg
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tetszélegesen, a séma csak korlatozasokkal konzisztens az eredeti differencidlegyenlettel,
annak ellenére, hogy a megoldas konvergens, til nagy id6lépéssel nem regularis
megoldast kaphatunk. A hiszterézises diffuzié hiités/flités tranziense aszimmetrikus
jellegii. A bemutatott példak egy bizonyos tipust hiszterézises diffiziora jellemzéek. A
hiszterézis modell paramétereinek, eloszlasfliggvényének modositasaval az algoritmus
mas jellegli, mas iranyban valtoz6 hiszterézises diffuzidos modellek megoldasara is
alkalmas.
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